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I. Введение 

Было установлено1 , что развитие быстрых однооборотных неустойчивостей в сгруппированных пучках 
может обладать рядом важных особенностей, обуслов-
ленных тем, что за малое время развития когерентно-
го процесса 

τkωc<< 1 

(ωc—частота синхротронных колебаний) частицы не 
успевают обменяться азимутальным положением и тем 
замкнуть обратную связь, вследствие чего когерентные 
колебания не имеют спектра собственных мод. От-
сутствие когерентных мод является основным отличи-
ем быстрых от нормальных (синхротронных и синхро-
бетатронных 2 , 3 ) неустойчивостей. В работах 1 , 4 рас-
смотрено развитие в пучке соответственно попереч-
ных и продольных быстрых колебаний. Здесь приво-
дится сводка основных результатов работы 4 . 

В литературе по быстрым колебаниям сгустков5 , 6 

обычно предлагается искать решение уравнения Вла-
сова 

f 
+ f = 0. (1) 

t 
+ f = 0. (1) 

гармонически зависящее от времени, т. е. найти 
спектр оператора . Существование и полнота систе-
мы собственных функций при этом молчаливо подра-
зумеваются, Из теории линейнцх интегральных уравне-
ний известно, однако, что далеко не всякий оператор 
обладает такими свойствами. Вольтерровский, напри-
мер, не имеет спектра вовсе. 

Допустим, что когерентное движение является быс-
трым по сравнению с одночастичными синхротронны-
ми колебаниями. В этом случае действием на частицы 
полей стационарного состояния можно пренебречь. 
Положим также, что структура вакуумной камеры яв-
ляется низкодобротной, т. е. поля, наводимые в ней 
сгустком, за период оборота успевают затухнуть. 
Уравнение Власова может быть представлено в следу-
ющем виде: 

f + ν 
f 

+ 
f0 

= 0, (2) t + ν 
х + ν = 0, (2) 

где 

= -

x 
g ( x - x ' ) (x')dx', (3) = -

∫ 
g ( x - x ' ) (x')dx', (3) = - - ∞ g ( x - x ' ) (x')dx', (3) 

(x) = ∫ dυ f , 

f(x , υ, t), f0(υ, x) -соответственно возмущенная и не-
возмущенная функции распределения, х, υ — р о д о л ь -
ные координата и скорость: 

x = R0(θ—ωst), υ= = R0 
dω0 • p. x = R0(θ—ωst), υ= = R0 dp • p. 

θ—азимут, t—время, ω0, R 0 —азимутальная частота и 

среднеорбитальный радиус кривизны частицы со сред-
ним импульсом. 

Уравнение Власова (2) в пренебрежении тепловым 
разбросом частот эквивалентно паре гидродинамичес-
ких уравнений для плотности и скорости: 

+ ( 0 ν ) = 0. 
t 

+ 
x 

( 0 ν ) = 0. 

ν + x 
dx'g(x-x') ( x ' ) = 0 , (4) 

ν + ∫ 
dx'g(x-x') ( x ' ) = 0 , (4) 

t 
+ ∫ 

dx'g(x-x') ( x ' ) = 0 , (4) 
t 

+ 
- ∞ dx'g(x-x') ( x ' ) = 0 , (4) 

0 (x ) — невозмущенная плотность. 
Везде, за исключением последнего раздела, рас-

сматривается задача об° отклике на точечное возмуще-
ние 

(x, 0) = δ(x), ν(x, 0) = 0. (5) 

Простые по форме записи решения (x, t) могут 
быть получены для квазипостоянной функции 0 ( x ) , 
т. е. такой, изменением которой на интервале от точки 
возбуждения до точки наблюдения можно пренебречь. 
В разделах 2, 3 рассмотрена эта относительно простая 
ситуация. Обобщение результатов на произвольную 

0(x) — в разделе 4. В разделе 5 приведены результаты 
рассмотрения задачи с шумовыми начальными услови-
ями. 

2. Сгусток с квазипостоянной плотностью. 
Метод исследования 

Эффективно задача является пространственно нородной, что позволяет представить решение в в 
интеграла Фурье: 

(x, t ) = Re 

∞ 
dк eikx-iω(k)t, (6) (x, t ) = Re 

∫ dк eikx-iω(k)t, (6) (x, t ) = Re 
∫ 

2π 
eikx-iω(k)t, (6) (x, t ) = Re 

- ∞ 2π 
eikx-iω(k)t, (6) 

где ω(k) — решение дисперсионного уравнения 
1 = ig(k) ∫ dν 

f0/ υ 
; g(k) = 

∞ 
dx g(x) e-ikx. (7) 

1 = ig(k) ∫ dν 
f0/ υ 

; g(k) = 
∫ 

dx g(x) e-ikx. (7) 

1 = ig(k) ∫ dν 

ω—kυ ; g(k) = 
∫ 

dx g(x) e-ikx. (7) 

1 = ig(k) ∫ dν 

ω—kυ ; g(k) = 0 
dx g(x) e-ikx. (7) 

ω(£) имеет следующие предельные свойства: ω(k) = { 
iΛk, |Λk| >> |k| υT, (18) 

ω(k) = { 

-iξ|k|υT, |Λk| << |k| υT, 

Λk—комплексный инкремент гидродинамической зада-
чи (4) , υT—тепловой разброс скоростей, ξ—комплекс-
ный формфактор, определяемый функцией распределе-
ния по скоростям: 

|ξ| 1. Re ξ > 0, Λk
2 = Γ2 ikg(k) ; (9) |ξ| 1. Re ξ > 0, Λk
2 = Γ2 

g(0) 
; (9) 

g(0) = g(x = 0). Γ2 = 0g(0). Γ = lim Λk. (10) g(0) = g(x = 0). Γ2 = 0g(0). Γ = k ∞ Λk. (10) 

Параметр Г будем называть локальным инкрементом. 
Влияние теплового движения можно приблизительно 
учесть, полагая 
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ω(k) =iΛk-iξ|k|υT , (11) 
откуда 

( X , ) = Re 

∞ 
dk ei(k). (12) ( X , ) = Re 

∫ dk ei(k). (12) ( X , ) = Re 
∫ 

2л ei(k). (12) ( X , ) = Re 
0 2л ei(k). (12) 

ψ(k) = ikx + Λkt-ξkυTt. (13) 

Интеграл в (12) может быть приближенно вычислен 
методом перевала: 

( X , t) = R e ( 

eΨ0 

). (14) ( X , t) = R e ( r0 ). (14) 

ψ0 = ψ ( k 0 ) , r0 = √ 2 л φ " ( k 0 ) ; (5) 

k0—точка перевала, находится из уравнения: 
dω 

|k=k0 = x 
, (16) dk 

|k=k0 = 

t , (16) 

Штрихи означают дифференцирование по к. Соотно-
шения ( 1 4 ) — ( 1 6 ) имеют довольно прозрачный физи-
ческий смысл. Исходное возбуждение в точке х = 0 , 
t—0 можно понимать как рождение совокупности квазичастиц-банчионов, скорость и размер каждой из ко-
торых равны соответственно: 

U(k) = 
ω 

, r(k) = √2πt 2ω/ k2. (17) U(k) = k , r(k) = √2πt
 2ω/ k2. (17) 

Соотношение (16) позволяет найти «импульс» банчио-
на к0, находящегося в точке возбуждения. 

Метод перевала применим, как только 

|k0r0| >> 1 п р и ЭТОМ x > r0 , (18) 

т. е. точка наблюдения находится в «волновой зоне» 
квазичастицы. Учет теплового движения, как видно из 
(13) , сводится к замене 

x x+iξυTt, (19) 

в формулах, не учитывающих разброса частот обра-
щения. 

В качестве примера приведем ответы для 

g(x) = g0exp (—νx) cos xx. (20) 

Ограничимся случаем ν~x, моделирующим учет боль-
шого количества разнообразных полостей, маленьких 
по сравнению с длиной сгустка. Введем параметр 

s = Γ / x . (21) 

x << st: ψ0 = Γt + 2i(Γtνx)½, (22) 
x >> st; Ψ0 = ixx - νx + 

3 [ Γ 2 t 2 x x ( 1 + 
iν 

)]  
√з + i 

. (23) 

x >> st; Ψ0 = ixx - νx + 

2 
[ Γ 2 t 2 x x ( 1 + x 

)]  

2 . (23) 

Видно, что возмущение экспоненциально растет пе-
ред волновым фронтом, x<st, з д е с ь ~ e Γ t . З а фрон-
том, при x>st возмущение мало, нарастает более мед-
ленно: ~ e x p [—νx + Γ t ( x / s t ) ]. 

3. Учет теплового движения 

Определим пороговый тепловой разброс скоростей 
υth как граничное значение между множеством разбро-

сов, отвечающих нарастанию, и множеством разбро-
сов, отвечающих затуханию, возмущения при t ∞: 

υth = min[{υT}, lim (X, t, υT) = 0 ] . (24) υth = min[{υT}, t ∞ (X, t, υT) = 0 ] . (24) 

Иными словами, 

= min[{υT}: lim Re ψ 0 ( x , t, υT) ≤ 0 ] . (24a) = min[{υT}: t ∞ Re ψ 0 ( x , t, υT) ≤ 0 ] . (24a) 

Заметим, однако, что в течение времени τT = x/υT воз-

мущение может нарасти до такой степени, что линей-
ное приближение перестанет выполняться и утвержде-
ние о последующем затухании окажется неверным. 
Введем поэтому наряду с пороговым υth критический 
разброс vc, такой, что требование 

υT υc (25) 

является условием применимости линейного приближе-
ния для любого момента времени. Очевидно,υc ≥ υth. 
Каждому значению υT отвечает длина сгустка 

ΔT = 
υT , th = 

υth 
, c = 

υth 

. (26) ΔT = ωc , th = ωc , c = ωc . (26) 

Длину (26) будем называть тепловой в отличие от 
потенциальной длины, вычисленной в пренебрежении 
тепловым разбросом. Интересно, что пороговый раз-
брос удовлетворяет универсальной оценке 

υth s, th ~ N , (27) 

Ν— полное число частиц в сгустке, s - с к о р о с т ь волно-
вого фронта типа (21) . Критические величины зависят 
от специфики g(x). Например, для g(x) = — А / х а при 
х = 0 особенность такая , что 

∞ 

dx g(x) = 0. (28) 
∫ dx g(x) = 0. (28) 
0 

dx g(x) = 0. (28) 

Пороговая· длина равна нулю при α < 2 , a критическая 

c ~ N1(1+). (29) 

Последнее соотношение совпадает с соответствующим 
выводом работы 7 . 

Д л я взаимодействия g(x) ~ е-xx при xΔ>>1 
(Δ—длина сгустка) потенциальная длина велика по 
сравнению с тепловой. Отсюда следует, что в этом 
случае существует устойчивое замороженное состоя-
ние8 . 

4. Неоднородный сгусток 

Изложенный метод сравнительно просто переносит-
ся на случай неоднородного сгустка в. коротковолно-
вом (|k |>>1) приближении ( В К Б ) . В этом случае 
импульс банчиона k из-за пространственной неодно-
родности среды уже не является интегралом движе-
ния, сохраняющейся же величиной остается энергия 
ω. Поскольку она как функция координаты и импуль-
са является гамильтонианом пакета, уравнения движе-
ния банчиона могут быть записаны следующим обра-
зом: 

dx = 
ω ; dk = -

ω 
. (30) dt 

= 

dk 
; 

dt 
= -

x . (30) 

Уравнение на точку перевала—аналог (16) , очевидно, 
выглядит так: 

t = 

x 
dx' 

= 

x 

dx' k(x', ω0), (31) t = 
∫ dx' 

= 

∫ dx' k(x', ω0), (31) t = 
∫ 

u(x' , ω0) 
= ω0 

∫ dx' k(x', ω0), (31) t = x u(x' , ω0) 
= ω0 xi 

dx' k(x', ω0), (31) 

Xi—точка возбуждения, u = ω/ к—с к о р о с т ь квазичас-
тицы, ω 0 —частота, отвечающая точке перевала. Об-
щее решение уравнений движения сгустка может быть 
представлено в следующем виде: 

(x, t) = Re ∫ 
dki eiΨ, (32) (x, t) = Re ∫ 2л 

eiΨ, (32) 



Ψ = x 

dx' k(x', ω) — ωt, ki=k(xi, ω). 
Ψ = ∫ 

dx' k(x', ω) — ωt, ki=k(xi, ω). 
Ψ = 

xi 
dx' k(x', ω) — ωt, ki=k(xi, ω). 

Соотношения (31), (32) сводят решение исходного ли-
нейного интегродифференциального уравнения в час-
тных производных с переменными коэффициентами 
(2) к взятию интеграла и решению алгебраического 
уравнения. В общем виде окончательный ответ может 
быть записан так же, как и для однородного сгустка: 

(x, t) = Re [eΨ0/r0]. 

Критический и пороговый разбросы зависят от коор-
динат в силу того, что зависят от плотности: 

υc = υ c [ 0 ( x ) ] ; · υ t h = υ t h [ 0 ( x ) ] . (33) 

5. Начальные условия: дробовой шум. 

Д л я п р о и з в о л ь н ы х н а ч а л ь н ы х у с л о в и й 
(X, t = 0) = (x) отклик будет выглядеть следующим 

образом: 
(x, t) x 

dx' L(x,x',t) (X), (34) 
(x, t) 

∫ dx' L(x,x',t) (X), (34) 
(x, t) 

- ∞ dx' L(x,x',t) (X), (34) 

где L(x, x', t)— так называемое фундаментальное ре-
шение, т. е, обсуждавшееся выше решение задачи с 
точечным возбуждением. 

Д л я дробового шума 

<(x') (x)> = 0(x) δ (x-x ' ) . 

<2(x, t)> = 
x 

dx' L2(x,x',t) 0 ( X ' ) . (35) <2(x, t)> = 
∫ dx' L2(x,x',t) 0 ( X ' ) . (35) <2(x, t)> = 

- ∞ 
dx' L2(x,x',t) 0 ( X ' ) . (35) 

Рассмотрим в качестве примера взаимодействие типа 
g = g0e-νx cos xx, ν=x. 

Функцию отклика приближенно представим в виде 

L ~ 1 {0,
exp (Гmax(x, x')t), 

L ~ 
r 

{0,
exp (Гmax(x, x')t), t>x 

x 
dx" Γ2/Γ3max, 

( 3 6 ) 

t>x ∫ 
dx" Γ2/Γ3max, 

( 3 6 ) 

t>x x' dx" Γ
2/Γ3max, 

( 3 6 ) 

t<x 
x 

dx" Γ2/Γ3max. 
( 3 6 ) 

t<x 
∫ 

dx" Γ2/Γ3max. 
( 3 6 ) 

t<x x' dx" Γ
2/Γ3max. 

( 3 6 ) 

Здесь 

Гmax(x, x') = mах Г ( x " ) , х'<х"<х, (37) 

при Δ >> st 

<2(x,t)> 
Nst 

e2Γ(x)t. (38) <2(x,t)> r2 e
2Γ(x)t. (38) 

В обратной ситуации, при Δ<<st 

< 2 ( x , t)>  
N exp ( 2 ( x ) t ) , max = Гmax (— ∞, x). (39) < 2 ( x , t)>  r2 exp ( 2 ( x ) t ) , max = Гmax (— ∞, x). (39) 

Из формул типа (33), (38) видно, что воздействие 
быстрых когерентных колебаний на локальные макрос-
копические параметры сгустка (плотность, тепловой 
разброс) особенно велико в центре, а к краям спада-
ет. Например, следует ожидать, что энергетическое 
уширение сгустка в результате действия неустойчивос-
ти в центре должно быть больше, чем на краях. 
Именно такие результаты были получены на установке 
DORIS 9 , где проводились соответствующие измерения. 
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