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Ê ÃÐÓÏÏÎÂÎÉ ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈÈ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
ÒÐ�ÕÌÅÐÍÛÕ ÄÂÈÆÅÍÈÉ ÈÄÅÀËÜÍÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ
Â ÒÅÐÌÈÍÀÕ ÒÐÀÅÊÒÎÐÈÈ�ÏÎÒÅÍÖÈÀË ÂÅÁÅÐÀ

Àíäðååâ Â.Ê., Êðàñíîâà Ä.À.
Ôåäåðàëüíîå ãîñóäàðñòâåííîå áþäæåòíîå ó÷ðåæäåíèå íàóêè Èíñòèòóò

âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÎ ÐÀÍ, Êðàñíîÿðñê

andr@icm.krasn.ru

Ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ òð¼õìåðíûõ äâèæåíèé èäåàëüíîé íåñæèìàå-
ìîé æèäêîñòè â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà. Ïðè óñëîâèè ïîòåíöèàëüíîñòè âíåøíèõ
ñèë îíè èìåþò îáùèé èíòåãðàë � èíòåãðàë Âåáåðà. Íà÷àëüíîå ïîëå ñêîðîñòåé
íåïîñðåäñòâåííî âõîäèò â íîâóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, ÷òî äåëàåò àêòóàëüíîé çà-
äà÷ó ãðóïïîâîé êëàññèôèêàöèè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîõðàíÿþùèå
îáú¼ì, ÿâëÿþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè. Îêàçàëîñü, ÷òî êëàññè-
ôèöèðóþùèå óðàâíåíèÿ ñâÿçûâàþò òîëüêî êîìïîíåíòû íà÷àëüíîé çàâèõðåí-
íîñòè ñ êîîðäèíàòàìè îáùåãî îïåðàòîðà ñèììåòðèè, äîïóñêàåìîãî ñèñòåìîé.
Óñòàíîâëåíî, ÷òî ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíîé è ïî ïðî-
ñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Ïîëó÷åíû èñêëþ÷èòåëüíûå âûðàæåíèÿ íà÷àëüíî-
ãî âåêòîðà çàâèõðåííîñòè, ðàñøèðÿþùèå îñíîâíóþ ãðóïïó Ëè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå èíòåãðàöèîííîãî ïðîåêòà

ÑÎ ÐÀÍ � 44.

ÃÐÓÏÏÎÂÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÃÈÄÐÎÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ
Àíäðååâ Â.Ê., Ðîäèîíîâ À.À.

Ôåäåðàëüíîå ãîñóäàðñòâåííîå áþäæåòíîå ó÷ðåæäåíèå íàóêè Èíñòèòóò

âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÎ ÐÀÍ, Êðàñíîÿðñê

andr@icm.krasn.ru, aarod@icm.krasn.ru

×àñòî ïðè èçó÷åíèè ïðîöåññîâ â îêåàíîëîãèè (Ñàðêèñÿí À.Ñ., 1991; Bowden
K.F., 1983) äåëàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î ëèíåéíîì ðîñòå äàâëåíèÿ ñ ãëóáèíîé

p(x, y, z, t) = −gz + q(x, y, t).

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ïîëå ñèëû òÿæåñòè
ïðèìóò âèä

ut + uux + vuy + wuz + qx = 0, vt + uvx + vvy + wuz + qy = 0,

wt + uwx + vwy + wwz = 0, ux + vy + wz = 0.
(1)

Ïî ôóíêöèè q(x, y, t), îïðåäåëÿåìîé èç óðàâíåíèé (1), îäíîçíà÷íî íàõîäèòñÿ ïî-
ëîæåíèå ñâîáîäíîé ãðàíèöû æèäêîñòè. Àëãåáðà Ëè äëÿ ñèñòåìû (1) îáðàçîâàíà
îïåðàòîðàìè

∂t, ∂z, t∂z + ∂w, t∂t + x∂x + y∂y + z∂z, x∂x + y∂y + u∂u + v∂v + 2q∂q,
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y∂x − x∂y + v∂u − u∂v, f1(t)∂x + f ′1∂u − xf ′′1 ∂q, f2(t)∂y + f ′2∂v − yf ′′2 ∂q, f3(t)∂q
ñ ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè fj(t), j = 1, 2, 3.

Äëÿ ïðèáëèæåííîé ìîäåëè, êîãäà z → εz, w → εw, â ïðåäåëå ïðè ε → 0
ðàññìàòðèâàþòñÿ ïåðâîå, âòîðîå è ÷åòâ¼ðòîå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1). Àëãåáðà
Ëè îïåðàòîðîâ ýòîé ìîäåëè òàêîâà:

∂t, y∂x − x∂y + v∂u − u∂v, −t∂t + u∂u + v∂v + w∂w + 2q∂q, z∂z + w∂w,

f1(t)∂x + f ′1∂u − xf ′′1 ∂q, f2(t)∂y + f ′2∂u − xf ′′2 ∂q, f3(t)∂q,
f(x, y, t)∂z + (f ′xu+f ′yv+f ′t)∂w, 2h(t)∂t+h′(x∂x+y∂y−2z∂z) + (−h′u+h′′x)∂u+

+(−h′u+ h′′x)∂u + (−h′v + h′′y)∂v − (4h′w + 2h′′z)∂w −
(

2h′q +
x2 + y2

2
h′′′
)
∂q.

Ïîñòðîåíû íåêîòîðûå òî÷íûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) è ïðèáëèæåííîé ìîäå-
ëè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå èíòåãðàöèîííîãî ïðîåêòà

ÑÎ ÐÀÍ � 44.

Î ÃÐÓÏÏÎÂÎÉ ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈÈ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ
ÝÂÎËÞÖÈÎÍÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Áàáêîâ Î.Ê.
Óôèìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àâèàöèîííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Óôà

olegmath@mail.ru

Â ðàáîòå [1] Â.À. Áàéêîâûì áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à èçó÷åíèÿ ñèììåòðèé-
íûõ ñâîéñòâ íåëèíåéíûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé, â ÷àñòíîñòè, íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ôèëüòðàöèè è äðóãèõ óðàâíåíèé. Â ðàìêàõ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è
àâòîðîì íàñòîÿùåé çàìåòêè áûëè íàéäåíû àëãåáðû äîïóñêàåìûõ îïåðàòîðîâ
ñëåäóþùèõ äâóìåðíûõ óðàâíåíèé.

Òåîðåìà 1. Óðàâíåíèå pt = (F (p2x+p2y)px)x+(F (p2x+p2y)py)y, p = p(t, x, y),
ïðè ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè F = F (r) äîïóñêàåò 6-ìåðíóþ àëãåáðó îïåðàòîðîâ

L6 = 〈∂t, ∂x, ∂y, ∂p, y∂x − x∂y, 2t∂t + x∂x + y∂y + p∂p〉.
Ðàñøèðåíèå ýòîé àëãåáðû äî L7 âîçìîæíî òîëüêî äëÿ ñòåïåííîé ôóíê-

öèè F (r) = Crλ, â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð 2t∂t + x∂x + y∂y + p∂p ðàñùåïëÿåòñÿ

íà îïåðàòîðû: 2(λ+ 1)t∂t + x∂x + y∂y è 2λt∂t − p∂p.
Äðóãèõ ñëó÷àåâ ðàñøèðåíèÿ ìèíèìàëüíîé àëãåáðû L6 íåò.

Òåîðåìà 2. Óðàâíåíèå ptt = (F (p2x+p2y)px)x+(F (p2x+p2y)py)y, p = p(t, x, y),
ïðè ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè F = F (r) äîïóñêàåò 7-ìåðíóþ àëãåáðó îïåðàòîðîâ

L7 = 〈∂t, ∂x, ∂y, ∂p, y∂x − x∂y, t∂t + x∂x + y∂y + p∂p, t∂p〉.

6



Ðàñøèðåíèå ýòîé àëãåáðû äî L8 âîçìîæíî òîëüêî äëÿ ñòåïåííîé ôóíê-

öèè F (r) = Crλ; â ñëó÷àå λ 6= −2 îïåðàòîð t∂t +x∂x + y∂y + p∂p ðàñùåïëÿåòñÿ
íà îïåðàòîðû (λ+ 1)t∂t + x∂x + y∂y è λt∂t − p∂p;

Ïðè λ = −2 àëãåáðà äîïóñòèìûõ îïåðàòîðîâ L8 ñòàíîâèòñÿ 9-ìåðíîé

àëãåáðîé L9 çà ñ÷åò ïðèñîåäèíåíèÿ îïåðàòîðà t2∂t + tp∂p.
Äðóãèõ ñëó÷àåâ ðàñøèðåíèÿ ìèíèìàëüíîé àëãåáðû L7 íåò.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ÍÈË GAMMET â ðàìêàõ äîãîâîðà � 11.G34.31.0042
ïî ïîñòàíîâëåíèþ � 220 ïðàâèòåëüñòâà ÐÔ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Baikov V.A. Filtration of a non-Newton liquids in porous media: Models,
symmetries and solutions. � Symmetry analysis and mathematical modeling.
ISAAM, 1998. � p. 94-103.

ÍÀÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÃÐÓÏÏ È ÇÀÊÎÍÛ ÑÎÕÐÀÍÅÍÈß ÄËß
ÌÎÄÅËÅÉ ÄÂÓÕÔÀÇÍÎÉ ÔÈËÜÒÐÀÖÈÈ

Áàéêîâ Â.À., Æåëòîâà È.Ñ., ßêîâëåâ À.À.
ÓÃÀÒÓ, ÍÈË ÃÀÌÌÅÒÒ, Óôà

baikov@ufanipi.ru, zheltovais@gmail.com, yakovlevandrey@yandex.ru

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îä-
íèì èç îñíîâíûõ èíñòðóìåíòîâ ïîñòðîåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-
äåëåé è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé.

Èññëåäóåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé ìîäåëè îäíîìåðíîé äâóõôàçíîé ôèëüòðàöèè
íåôòè è âîäû, êîãäà ïîðèñòàÿ ñðåäà îäíîðîäíà è íåñæèìàåìà, ôèëüòðóþùèåñÿ
æèäêîñòè òàêæå íåñæèìàåìû, äàâëåíèå â âîäíîé è íåôòÿíîé ôàçàõ ñ÷èòàåòñÿ
ðàâíûì. Ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò âèä [1]:

ϕ
∂S

∂t
+
K

µw

∂

∂x

(
Krw(S)

∂p

∂x

)
= 0, ϕ

∂(1− S)

∂t
+
K

µo

∂

∂x

(
Kro(S)

∂p

∂x

)
= 0, (1)

ãäå p(t, x), S(t, x) � äàâëåíèå â æèäêîñòÿõ è âîäîíàñûùåííîñòü, Krw(S), Kro(S)
� îòíîñèòåëüíûå ôàçîâûå ïðîíèöàåìîñòè ïî âîäå è íåôòè, ϕ,K, µw, µo − const
� õàðàêòåðèñòèêè ïîðèñòîé ñðåäû, âîäû è íåôòè.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ îäíî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðå-
ìåííîé, ìîæíî ïåðåïèñàòü åå â ñëåäóþùåì âèäå:

∂S

∂t
+ f(t)

∂F (S)

∂S

∂S

∂x
= 0,

∂p

∂x
= Cf(t)

F (S)

Krw(S)
, (2)
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ãäå F (S) = (Krw(S)/µw)/(Krw(S)/µw +Kro(S)/µo), C = −(µwϕ)/K. Ïðè ýòîì
äîïóñêàåìàÿ ãðóïïà ñèñòåìû (2) ìîæåò áûòü àññîöèèðîâàíà ñ ïîäãðóïïîé äî-
ïóñêàåìîé ãðóïïû óðàâíåíèÿ Õîïôà.

Êðîìå òîãî, íåòî÷å÷íàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ v(t, x) = ∂p/∂x ïðèâîäèò ê
ñèñòåìå ïîëíîñòüþ íàñëåäóþùåé ãðóïïó óðàâíåíèÿ Õîïôà.

Èñïîëüçóÿ ñèììåòðèè óïðîùåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (2) è åå íåëèíåéíóþ
ñàìîñîïðÿæåííîñòü [2], ïîñòðîåíû íîâûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðàâèòåëüñòâà Ðîññèé-

ñêîé Ôåäåðàöèè, Ïîñòàíîâëåíèå � 220, Äîãîâîð � 11.G34.31.0042.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Áàðåíáëàòò Ã.È., Åíòîâ Â.Ì., Ðûæèê Â.Ì. Äâèæåíèå æèäêîñòåé è ãàçîâ â
ïðèðîäíûõ ïëàñòàõ. � Ì.: Íåäðà, 1984.

2. N.H. Ibragimov, Nonlinear self-adjointness in constructing conservation laws,
Archives of ALGA, vol. 7/8. pp 1-99, 2010�2011.

ÌÀÒÐÈ×ÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÅÍËÅÂÅ È
ÈÍÒÅÃÐÈÐÓÅÌÎÑÒÜ

Áàëàíäèí Ñ. Ï., ×åðäàíöåâ È. Þ.
Óôèìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àâèàöèîííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò , Óôà

Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò , Óôà

balanse@bk.ru

Ñïóñòÿ ñòî ëåò ïîñëå òîãî, êàê Ïåíëåâå ïðîêëàññèôèöèðîâàë ñêàëÿðíûå
óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, Áàëàíäèí è Ñîêîëîâ â 1998 ãîäó ââåëè ìàòðè÷íûå
àíàëîãè ïåðâîãî è âòîðîãî óðàâíåíèé Ïåíëåâå. Ïðèòîì, â îòëè÷èå îò ñêàëÿðíîãî
ñëó÷àÿ, â ïåðâîì óðàâíåíèè ïîÿâèëñÿ ïîñòîÿííûé ìàòðè÷íûé ïàðàìåòð. Ñòà-
òüÿ [1] èññëåäóåò îáà óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ òåñòà Ïåíëåâå�Êîâàëåâñêîé. Íàø
äîêëàä ïîñâÿùåí îáîáùåíèÿì îáîèõ ìàòðè÷íûõ àíàëîãîâ. Â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå
òåñò èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî äðîáíî�ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, íî â ìàò-
ðè÷íîì íåÿñåí äàæå ðåçóëüòàò ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè. Â
ðàáîòå [2] äîêàçàíà

Òåîðåìà. Óðàâíåíèå

u′′ = 6u2 + 60(α(z)u+ β(z)),

ãäå ìàòðèöû α(z) è β(z) àíàëèòè÷íû âî âñåé ïëîñêîñòè, îáëàäàåò ðåøåíèåì

â âèäå ôîðìàëüíîãî ðÿäà Ëîðàíà

u = u0(z − z0)−2 + u1(z − z0)−1 + u2 + . . . ,
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çàâèñÿùèì îò 2n2 ïðîèçâîëüíûõ êîíñòàíò, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α(z)
è β(z)− β(0) � ñêàëÿðíûå ìàòðèöû, ñâÿçàííûå ñîîòíîøåíèåì

β
′′
(z) = − 1

12
α(4)(z) +

1

5
(α(z)2)′′,

à β(0) � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà. Çàìåíîé ýòî óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

u′′ = 6u2 + β0 + β1zE,

ãäå β0 � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà, à β1 � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èññëåäîâàíî è âòîðîå óðàâíåíèå. Ââèäó ãðîìîçäêî-

ñòè âûêëàäîê, àâòîðû ïîëüçîâàëèñü ïàêåòîì êîìïüþòåðíîé àëãåáðû REDUCE.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Balandin S. P.,and Sokolov V. V. On the Painlev�e test for non� Abelian
equations // Phys. Lett. A . 1998. V. 246. � 3-4. P. 267�272.

2. Áàëàíäèí Ñ.Ï., ×åðäàíöåâ È.Þ. Ìàòðè÷íûå àíàëîãè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ
Ïåíëåâå// Óôèìñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë. 2011. Òîì 3. � 4. Ñ. 21-27.

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ ÁÈÎÄÅÃÐÀÄÀÖÈÈ ÍÅÔÒÈ È
ÈÕ ÃÐÓÏÏÎÂÎÉ ÀÍÀËÈÇ

Âîäîïüÿíîâà Ë.Ë.
ÔÃÁÎÓ ÂÏÎ �Óôèìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àâèàöèîííûé òåõíè÷åñêèé

óíèâåðñèòåò�, Óôà

lia_87@rambler.ru

Â ðàáîòå íàéäåíû òî÷å÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîäåëè áèîäåãðàäàöèè íåôòè
â ïî÷âå, âûïîëíåíà ãðóïïîâàÿ êëàññèôèêàöèÿ ìîäåëè, ïîñòðîåíû ïðèáëèæåí-
íûå ñèììåòðèè, íàéäåíû èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ, êîòîðûå îïèñûâàþò ïîâåäå-
íèå ìèêðîîðãàíèçìîâ è ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè íåôòè â íà÷àëüíîé ôàçå
âîññòàíîâëåíèÿ áèîñèñòåìû ïî÷âû, ïîñëå åå çàãðÿçíåíèÿ. Ðàáîòà âûïîëíåíà

ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ïðàâèòåëüñòâà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè ïî ïîñòàíîâ-

ëåíèþ �220 �Î ìåðàõ ïî ïðèâëå÷åíèþ âåäóùèõ ó÷åíûõ â ðîññèéñêèå îáðàçî-

âàòåëüíûå ó÷ðåæäåíèÿ âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ� ïî äîãîâîðó

�11.G34.31.0042, çàêëþ÷åííûì ìåæäó Ìèíèñòåðñòâîì îáðàçîâàíèÿ è íàóêè

ÐÔ, âåäóùèì ó÷åíûì Èáðàãèìîâûì Í.Õ. è ÔÃÁÎÓ ÂÏÎ �Óôèìñêèé ãîñóäàð-

ñòâåííûé àâèàöèîííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò�.
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ÃÐÓÏÏÎÂÀß ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß ÎÄÓ y′′′ = F (x, y, y′)

Ãàéíåòäèíîâà À.À., Èáðàãèìîâ Í.Õ., Ìåëåøêî Ñ.Â.
ÔÃÁÎÓ ÂÏÎ �Óôèìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àâèàöèîííûé òåõíè÷åñêèé

óíèâåðñèòåò�, Óôà

Ãðóïïîâàÿ êëàññèôèêàöèÿ óðàâíåíèÿ

y′′ = F (x, y)

áûëà ïðîâåäåíà â ðàáîòå Ñ. Ëè. Ïî àíàëîãèè áûëà ïðîâåäåíà ãðóïïîâàÿ êëàñ-
ñèôèêàöèÿ óðàâíåíèÿ

y′′′ = F (x, y, y′).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ïðàâèòåëüñòâà Ðîññèéñêîé Ôå-

äåðàöèè ïî ïîñòàíîâëåíèþ �220 �Î ìåðàõ ïî ïðèâëå÷åíèþ âåäóùèõ ó÷åíûõ

â ðîññèéñêèå îáðàçîâàòåëüíûå ó÷ðåæäåíèÿ âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðà-

çîâàíèÿ� ïî äîãîâîðó �11.G34.31.0042, çàêëþ÷åííûì ìåæäó Ìèíèñòåðñòâîì

îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ, âåäóùèì ó÷åíûì Èáðàãèìîâûì Í.Õ. è ÔÃÁÎÓ ÂÏÎ

�Óôèìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àâèàöèîííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò�.

ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ È ÑÈÌÌÅÒÐÈÉÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÌÎÄÅËÅÉ
ËÈÍÅÉÍÎÉ ÑÂÀÐÊÈ ÒÐÅÍÈÅÌ

Ãàçèçîâ Ð.Ê.a, Èáðàãèìîâ Í. Õ.a, Ðóäåíêî Î. Â.b, ßìèëåâà À. Ì.a
aÓôèìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àâèàöèîííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Óôà

bÔèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà

èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà

gazizov@mail.rb.ru

Ïðîöåññ ëèíåéíîé ñâàðêè òðåíèåì (ËÑÒ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâåðõíîñò-
íîå ñîåäèíåíèå äåòàëåé ïðè âîçâðàòíî-ïîñòóïàòåëüíîì äâèæåíèè äðóã îòíîñè-
òåëüíî äðóãà ïîä äåéñòâèåì ïðèæèìíîãî äàâëåíèÿ. Äàííûé ïðîöåññ ïðèìåíÿ-
åòñÿ ïðïèíåðàçúåìíîì ñîåäèíåíèè ñâàðèâàåìûõ ÷àñòåé ñëîæíîé ôîðìû, íàïðè-
ìåð, äëÿ ïðèâàðèâàíèÿ ëîïàòîê ê äèñêàì òóðáèí ÃÒÄ.

Ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå êîìïüþòåðíûå è ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïðîöåññà
ËÑÒ. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäëîæåíà íîâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññàíàãðåâà-
íèÿ òîíêèõ ñëîåâ ìåæäó òðóùèìèñÿ ïîâåðõíîñòÿìè çà ñ÷åò òðåíèÿ. Â ðàìêàõ
ýòîé ìîäåëè îáíàðóæåíî ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ
âÿçêîñòè è òðåíèÿ, ïðè êîòîðûõ ïîòåðè ìàêñèìàëüíû. Äëÿ íåêîòîðûõ ìîäåëåé
ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ñèììåòðèéíûõ ñâîéñòâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ äîãîâîðà 11.G34.31.0042 ìåæäó Ìèíèñòåð-

ñòâîì îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ, âåäóùèì ó÷åíûì ïðîô. Í.Õ.Èáðàãèìîâûì è

ÔÃÁÎÓ ÂÏÎ ¾ÓÃÀÒÓ¿.
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ÃÐÓÏÏÎÂÀß ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÄÂÈÆÅÍÈÉ
ÒÎÍÊÎÉ ÏË�ÍÊÈ
Çîòîâ Èãîðü Íèêîëàåâè÷

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è ôóíäàìåíòàëüíîé èíôîðìàòèêè

Ñèáèðñêèé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Êðàñíîÿðñê

zotovin@rambler.ru

Ñòåêàþùèå ïëåíêè øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â òåõíèêå äëÿ îõëàæäåíèÿ ýëåê-
òðîííûõ óñòðîéñòâ, äëÿ èíòåíñèôèêàöèè òåïëîîáìåíà è ò.ä. Ïóñòü ïîäëîæ-
êà íàêëîíåíà ê ãîðèçîíòó ïîä óãëîì α. Âûáåðåì ñèñòåìó äåêàðòîâûõ êîîð-
äèíàò x, y, z òàê, ÷òî îñü Oz îðòîãîíàëüíà ê ïîäëîæêå, à îñü Ox íàïðàâëå-
íà â ñòîðîíó äåéñòâèÿ ñêàòûâàþùåé ñèëû. Ïóñòü æèäêîñòü çàíèìàåò îáëàñòü
Ω = {(x, y, z) : −∞ < x, y <∞, 0 < z < H(t, x, y)}, ãäå H � òîëùèíà ïëåíêè è
u, v, ω � êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè v.

Â [1] âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé:

hD(θt + uθx + vθy + ωθξ) = θξξ, (1)

−p = ∆h− Ah+ Cx, (2)

ht − (Mh2γθ̃x + h3ϕpx)x + (Mh2γθ̃y − h3ϕpy)y = 0, (3)

ãäå ∆ = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 � îïåðàòîð Ëàïëàñà; êîîðäèíàòà ξ = z/H(t, x, y),
p(t, x, y), h(t, x, y), θ(t, x, y, ξ) � áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî
äàâëåíèÿ, òîëùèíû ïëåíêè è òåìïåðàòóðû æèäêîñòè ñîîòâåòñòâåííî;A,C,D,M
� áåçðàçìåðíûå êðèòåðèè ïîäîáèÿ. Ôóíêöèè F (t, x, y, ξ),G(t, x, y, ξ), Φ(t, x, y, ξ),
Γ(t, x, y, ξ), ϕ(t, x, y), γ(t, x, y), θ̃(t, x, y) îïðåäåëÿþòñÿ â [1].

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè îäíîíàïðàâëåííîãî äâèæåíèÿ ïë¼íêè,
ñòåêàþùåé ïî íàêëîíåííîé ïëîñêîé ïîäëîæêå, ñ ïîñòîÿííîé âÿçêîñòüþ è äâè-
æåíèÿ òîëüêî ñ ïîñòîÿííîé âÿçêîñòüþ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè çà-
äàíà òåìïåðàòóðà θ̃(t, x, y). Ïîýòîìó îñíîâíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à (2)-(3). Äëÿ íå¼
ðåøàåòñÿ çàäà÷à ãðóïïîâîé êëàññèôèêàöèè [2]-[3] ïî îòíîøåíèþ ê ïðîèçâîëü-
íîé ôóíêöèè θ̃(t, x, y) è òð¼õ ïîñòîÿííûõ A, C, M .

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Êóçíåöîâ Â.Â. Âçàèìîäåéñòâèå âîçìóùåíèé ñòåêàþùåé ïë¼íêè, âûçûâàå-
ìûõ íåñêîëüêèìè ëîêàëüíûìè íàãðåâàòåëÿìè // Journal of Siberian Federal
University. Mathematics & Physics. 2009. Ò. 2. �. 1. Ñ. 91�104.

2. Èáðàãèìîâ Í.Õ. Ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå. Ì.: Íà-
óêà, 1983. 280 ñ.

3. Îâñÿííèêîâ Ë.Â. Ãðóïïîâîé àíàëèç äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ì.: Íà-
óêà, 1978. 400 ñ.
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ÃÐÀÔ ÂËÎÆÅÍÍÛÕ ÏÎÄÀËÃÅÁÐ ÊÂÀÇÈËÈÍÅÉÍÎÃÎ
ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÑÒÈ

Èëüÿñîâ À.Ì.
ÐÍ-ÓôàÍÈÏÈíåôòü, Óôà

IlyasovAM@ufanipi.ru

Íà îñíîâå èçâåñòíîé òî÷å÷íîé ãðóïïû ñèììåòðèè êâàçèëèíåéíîãî óðàâíå-
íèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè áåç èñòî÷íèêà ñî ñòåïåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïîñòðîå-
íà îïòèìàëüíàÿ ñèñòåìà ïîäàëãåáð (ÎÑÏ), ñîñòîÿùåé èç 117 êëàññîâ íåïîäîá-
íûõ ïîäàëãåáð 9-ìåðíîé àëãåáðû Ëè. Êëàññû èç ÎÑÏ èìåþò ñëåäóþùåå ðàç-
áèåíèå ïî ðàçìåðíîñòÿì: ÎÑÏ ñîñòîèò èç 10 êëàññîâ îäíîìåðíûõ ïîäàëãåáð,
22 êëàññîâ äâóìåðíûõ ïîäàëãåáð, 26 êëàññîâ òðåõìåðíûõ ïîäàëãåáð, 26 êëàññîâ
÷åòûðåõìåðíûõ ïîäàëãåáð, 18 êëàññîâ ïÿòèìåðíûõ ïîäàëãåáð, 7 êëàññîâ øåñòè-
ìåðíûõ ïîäàëãåáð, 4 êëàññîâ ñåìèìåðíûõ ïîäàëãåáð, 3 êëàññîâ âîñüìèìåðíûõ
ïîäàëãåáð è ñàìîé 9 ìåðíîé àëãåáðû. Ðåøåíà çàäà÷à î ïðåäñòàâëåíèè ÎÑÏ â
âèäå ãðàôà âëîæåííûõ ïîäàëãåáð ñ ïîìîùüþ ïîäãðàôîâ. Âëîæåíèÿ ïîäàëãåáð
ðàçìåðíîñòåé îò 6 äî 9 ïðåäñòàâëåíû â âèäå îäíîãî ïîäãðàôà. Âëîæåíèÿ ïî-
äàëãåáð ðàçìåðíîñòåé 4-5 â øåñòèìåðíûå ïîäàëãåáðû ïðåäñòàâëåíû â âèäå 6
ïîäãðàôîâ. Îäèí ïîäãðàô ïðåäñòàâëÿåò âëîæåíèÿ ïîäàëãåáð ðàçìåðíîñòåé 4-5
â ñåìèìåðíóþ ïîäàëãåáðó. Âëîæåíèÿ ïîäàëãåáð ðàçìåðíîñòåé 1-3 â ÷åòûðåõ-
ìåðíûå ïîäàëãåáðû ïðåäñòàâëåíû â âèäå 24 ïîäãðàôîâ îñíîâíîãî ãðàôà. Âñåãî
ïîñòðîåíî 32 ïîäãðàôà. Äîêàçàíî, ÷òî ïðåäñòàâëåí âåñü ãðàô ÎÑÏ, à èìåííî
ëþáîå âëîæåíèå äâóõ ïîäàëãåáð ìîæíî íàéòè â ïðåäñòàâëåííûõ ïîäãðàôàõ.

THE DATABASE OF GAMMETT LABORATORY
Èìàìóòäèíîâà Ê.Â., Êàðèìîâà Å.Í.
ÓÃÀÒÓ ÍÈË ¾ÃÀÌÌÅÒÒ¿, Óôà

kimamutdinova@mail.ru, lenchik9191@mail.ru

Â ðàìêàõ ëàáîðàòîðèè ¾Ãðóïïîâîé àíàëèç ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, åñòå-
ñòâîçíàíèÿ, òåõíèêè è òåõíîëîãèè¿ ñîçäàíà áàçà äàííûõ ïî ãðóïïîâîìó àíàëèçó
ñ èíòåðàêòèâíûì äîñòóïîì.

Áàçà äàííûõ ñîäåðæèò ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïðîöåññîâ, èõ ñèììåòðèèé-
íûå ñâîéñòâà, èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ, çàêîíû ñîõðàíåíèÿ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â áàçå äàííûõ îïèñàíû áîëåå 200 óðàâíåíèé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ïðàâèòåëüñòâà Ðîñ-

ñèéñêîé Ôåäåðàöèè ïî ïîñòàíîâëåíèþ �220 "Î ìåðàõ ïî ïðèâëå÷åíèþ âåäóùèõ

ó÷åíûõ â ðîññèéñêèå îáðàçîâàòåëüíûå ó÷ðåæäåíèÿ âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíî-

ãî îáðàçîâàíèÿ"ïî äîãîâîðó �11.G34.31.0042, çàêëþ÷åííûì ìåæäó Ìèíèñòåð-

ñòâîì îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ, âåäóùèì ó÷åíûì Èáðàãèìîâûì Í.Õ. è ÔÃÁÎÓ

ÂÏÎ "Óôèìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àâèàöèîííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò".
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Î ÃÐÓÏÏÎÂÎÉ ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈÈ ÎÄÍÎÃÎ ÊËÀÑÑÀ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ Ñ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÌÈ ÄÐÎÁÍÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Êàñàòêèí À.À.
Óôèìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àâèàöèîííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, ã. Óôà

alexei_kasatkin@mail.ru

Îáñóæäàþòñÿ ñèììåòðèéíûå ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ ïðîèçâîäíûìè
äðîáíîãî ïîðÿäêà òèïà Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ:

Dα+1y = ϕ(x, y,Dαy), y = y(x), 0 < α < 1.

Àäàïòèðîâàííûå äëÿ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà ìåòîäû ãðóïïîâîãî àíàëèçà
[1], [2] ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ïîèñêà ñèììåòðèé è ïîñòðîåíèÿ íåêîòîðûõ èíâàðèàíò-
íûõ ðåøåíèé äàííîãî óðàâíåíèÿ ïðè ðàçíûõ ϕ.

Ïðè îïðåäåë¼ííîì îãðàíè÷åíèè êëàññà äîïóñêàåìûõ îïåðàòîðîâ óäà¼òñÿ
çàïèñàòü îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå â ðàçðåøèìîì âèäå. Äëÿ ϕ, íå çàâèñÿùå-
ãî îò Dαy, äîïóñêàåìûå îïåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè êîìáèíàöèÿìè îïå-
ðàòîðîâ x∂x, x

2∂x + αxy∂y, y∂y, q(x)∂y. Êëàññèôèêàöèÿ óðàâíåíèé ïðè ýòîì
àíàëîãè÷íà ïðîâåä¼ííîé â ðàáîòå [2]. Åñëè ϕ çàâèñèò îò Dαy íåëèíåéíî, òî
äîïóñêàåìûå îïåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ êîìáèíàöèÿìè x∂x, x

2∂x + (α − 1)xy∂y, y∂y,
q(x)∂y, òî åñòü ïðè êàæäîì òàêîì ϕ äîïóñêàåòñÿ íåêîòîðàÿ ïîäàëãåáðà àëãåáðû
L = L3 +L∞. Ñòàíäàðòíûé ïîäõîä ê êëàññèôèêàöèè ïðåäïîëàãàåò ïðèìåíåíèå
ïðåîáðàçîâàíèé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ óïðîùåíèÿ îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé. Â
äàííîì ñëó÷àå êàæäûé îïåðàòîð èç L çàäà¼ò ïðåîáðàçîâàíèå ýêâèâàëåíòíîñòè,
÷òî ïîçâîëÿåò ïðèâåñòè äîïóñêàåìóþ ïîäàëãåáðó ê ýëåìåíòó îïòèìàëüíîé ñè-
ñòåìû ïîäàëãåáð L ìàëîé ðàçìåðíîñòè è ñîêðàòèòü âû÷èñëåíèÿ.

Óðàâíåíèÿ âèäà Dα+1y = f(x)Dαy+ g(x, y), êðîìå óæå ðàññìîòðåííûõ äî-
ïóñêàåìûõ îïåðàòîðîâ èç L, ìîãóò èìåòü è áîëåå ñëîæíûå îïåðàòîðû, ïðè ýòîì
èõ êîýôôèöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð òàêîãî îïåðàòîðà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ äîãîâîðà 11.G34.31.0042 ìåæäó Ìèíèñòåð-

ñòâîì îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ, âåäóùèì ó÷åíûì ïðîô. Í.Õ.Èáðàãèìîâûì è

ÔÃÁÎÓ ÂÏÎ ¾ÓÃÀÒÓ¿

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Ãàçèçîâ Ð.Ê., Êàñàòêèí À.À., Ëóêàùóê Ñ.Þ. Íåïðåðûâíûå ãðóïïû ïðå-
îáðàçîâàíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà // Âåñòíèê
ÓÃÀÒÓ. 2007. Ò. 9, � 3(21). Ñ. 125�135.

2. Gazizov R.K., Kasatkin A.A., Lukashchuk S.Yu. Group-Invariant Solutions of
Fractional Di�erential Equations. Nonlinear Science and Complexity, J.A.T.
Machado et al. (eds). Springer 2011. � P. 51-59.
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ÏÐÈÍÖÈÏ ÀÏÐÈÎÐÍÎÃÎ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈß ÑÈÌÌÅÒÐÈÉ Â
ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÈ ÝËÅÊÒÐÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÎËß ÍÅÐÂÍÎÉ

ÒÊÀÍÈ
Êëåáàíîâ È.È.

×åëÿáèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,

ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò, ã.×åëÿáèíñê

klebanov.igor2010@yandex.ru

Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå, îáîáùàþùåå îñíîâíîå óðàâíåíèå
ìîäåëè íåðâíîé òêàíè, ïðåäëîæåííîå â [1],[2]. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå îáîáùåííîå
óðàâíåíèå ìîäåëè íåðâíîé òêàíè èìååò âèä

Utt − Uxx + F (x, t, u)ut +Q(x, t, u) = 0 (1)

ãäå U(x, t)-êîìïîíåíòà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, íîðìàëüíàÿ ê ïî-
âåðõíîñòè ìåìáðàíû êëåòêè, à ôóíêöèè F è Q õàðàêòåðèçóþò ýëåêòðîïðîâîä-
íîñòü áèîëîãè÷åñêîé ñðåäû è ïëîòíîñòü ñòîðîííèõ òîêîâ. Óñòàíîâëåíî ,÷òî
óðàâíåíèå (1) èìååò áåñêîíå÷íîìåðíóþ àëãåáðó ýêâèâàëåíòíîñòè. Íà îñíîâå
òåîðåìû Í.Õ.Èáðàãèìîâà î ïðîåêöèÿõ è ïðèíöèïà àïðèîðíîãî èñïîëüçîâàíèÿ
ñèììåòðèé [3] ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèé F è Q, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå
(1) äîïóñêàåò íåòðèâèàëüíûå ñèììåòðèè.
Ïîëó÷åíû è ïðîàíàëèçèðîâàíû ÷àñòíûå èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Çîçóëÿ Þ.È., Ìàð÷åíêî Ñ.Ô., ×åðâîâ Â.Ã. Ìîäåëü èíôîðìàöèîííûõ ïðî-
öåññîâ â íåðâíîé òêàíè. // Ìàòåðèàëû ê ñèìïîçèóìó "Ìîäåëè ñòðóêòóðíî-
ôóíêöèîíàëüíîé îðãàíèçàöèè áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì". Ì (Äóáíà), 1972.

2. Êîëåñíèêîâ Î.À., Ìàð÷åíêî Ñ.Ô. Ê ìîäåëèðîâàíèþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â
íåðâíîé òêàíè (Ñîîáùåíèå 1 è 2) //Ïðîáëåìû áèîíèêè, âûï.12, Õàðüêîâ,
1974 ñ. 51�64.

3. Èáðàãèìîâ Í.Õ., Ðóäåíêî Î.Â. Ïðèíöèï àïðèîðíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ñèììåò-
ðèè â òåîðèè íåëèíåéíûõ âîëí.// Àêóñòè÷åñêèé æóðíàë,2004, òîì 50, ñ. 1�15
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ÃÐÓÏÏÎÂÀß ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß ÓÐÀÂÍÅÍÈß
ÑÓÁÄÈÔÔÓÇÈÈ ÄÐÎÁÍÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ Ñ ÔÓÍÊÖÈÅÉ

ÈÑÒÎ×ÍÈÊÀ
Ëóêàùóê Ñ.Þ., Ìàêóíèí À.Â.

Óôèìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àâèàöèîííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Óôà

amfallen@gmail.com

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à ãðóïïîâîé êëàññèôèêàöèè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ ñóáäèôôóçèè ñ èñòî÷íèêîì. Óðàâíåíèå ñóáäèôôóçèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè òèïà
Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà α ∈ (0; 1). Êëàññèôèêàöèÿ ïðîâîäèòñÿ ñ òî÷íîñòüþ
äî ïðåîáðàçîâàíèé ýêâèâàëåíòíîñòè ïî êîýôôèöèåíòó äèôôóçèè è ôóíêöèè
èñòî÷íèêà, êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ ôóíêöèÿìè ðåøåíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ÍÈË ÃÀÌÌÅÒÒ â ðàìêàõ äîãîâîðà �11.G34.31.0042

ìåæäó Ìèíèñòåðñòâîì îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ, ÔÃÁÎÓ ÂÏÎ ÓÃÀÒÓ è âå-

äóùèì ó÷åíûì ïðîôåññîðîì Í.Õ. Èáðàãèìîâûì

ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÃÐÀÔÀ ÂËÎÆÅÍÍÛÕ ÏÎÄÀËÃÅÁÐ,
ÄÎÏÓÑÊÀÅÌÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈßÌÈ ÃÀÇÎÂÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ Ñ

ÓÐÀÂÍÅÍÈÅÌ ÑÎÑÒÎßÍÈß Ñ ÐÀÇÄÅËÅÍÍÎÉ
ÏËÎÒÍÎÑÒÜÞ
Ìàêàðåâè÷ Å.Â.

ÍÈË ¾ÃÀÌÌÅÒÒ¿, Óôà

makarona_pm@mail.com

Ïðåäñòàâëåí ãðàô âñåõ âëîæåííûå ïîäàëãåáð äâåíàäöàòèìåðíîé àëãåáðû
Ëè L12, äîïóñêàåìûõ óðàâíåíèÿìè ãàçîâîé äèíàìèêè ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ ñ
ðàçäåëåííîé ïëîòíîñòüþ, ïîñòðîåííûé ïî îïòèìàëüíîé ñèñòåìå ïîäàëãåáð L12.
Êàæäàÿ ñòðîêà òàáëèöû îïòèìàëüíîé ñèñòåìû çàäàåò ñ ïîìîùüþ áàçèñà ïîäàë-
ãåáðó, êîòîðàÿ èìååò íîìåð r.i, ãäå r � ðàçìåðíîñòü ïîäàëãåáðû, i � ïîðÿäêîâûé
íîìåð ïîäàëãåáðû äàííîé ðàçìåðíîñòè. Ãðàô ïîñòðîåí ñ ó÷åòîì ïîäîáèÿ â êëàñ-
ñå ïîäîáíûõ ïîäàëãåáð. Ïðèâåäåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ãðàôà-äåðåâà, êîòîðûå
çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.

Ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ îñíîâíîé ôðàãìåíò, â êîòîðîì îáîçðèìî ïðîñëåæèâà-
þòñÿ âñå âëîæåíèÿ ïîäàëãåáð ðàçìåðíîñòè áîëüøå èëè ðàâíîé 7 â L12 (èëè
12.1). Çàòåì äëÿ âñåõ 7-ìåðíûõ ïîäàëãåáð ñòðîÿòñÿ ëèáî êîíå÷íûå ôðàãìåíòû
ê îñíîâíîìó ãðàôó, â êîòîðûõ ïðèâåäåíû âñå âëîæåííûå äðóã â äðóãà ïîäàë-
ãåáðû ðàçìåðíîñòè áîëüøåé èëè ðàâíîé 1; ëèáî ïðîìåæóòî÷íûå ôðàãìåíòû, â
êîòîðûõ ïðèâåäåíû âñå âëîæåíèÿ ïîäàëãåáð ðàçìåðíîñòè 5, 6 â 7-ìåðíûå ïîäàë-
ãåáðû. Äàëåå ñòðîÿòñÿ êîíå÷íûå ôðàãìåíòû ê ïðîìåæóòî÷íûì ôðàãìåíòàì.
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Ñóùåñòâóþò øåñòèìåðíûå ïîäàëãåáðû, êîòîðûå íå âêëàäûâàþòñÿ íè â îä-
íó ñåìèìåðíóþ ïîäàëãåáðó. Äëÿ íèõ òàê æå ïîñòðîåíû êîíå÷íûå è ïðîìåæó-
òî÷íûå ôðàãìåíòû ê îñíîâíîìó ôðàãìåíòó ãðàôà.

Âñå ôðàãìåíòû ãðàôà âëîæåííûõ ïîäàëãåáð ïîñòðîåíû ìåòîäîì ïåðåáîðà
ïîäàëãåáð èç îïòèìàëüíîé ñèñòåìû â íåñêîëüêî ýòàïîâ. Ñíà÷àëà äëÿ ïîäàë-
ãåáðû êîíå÷íîé âåðøèíû ãðàôà ðàçìåðíîñòè n ñ íîìåðîì n.i èç îïòèìàëüíîé
ñèñòåìû âûïèñûâàþòñÿ âñå ïîäàëãåáðû ðàçìåðíîñòè k < n ñ íîìåðàìè k.j, âëî-
æåííûå â ïîäàëãåáðó n.i. Îíè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ñòðîÿùåãîñÿ ãðàôà. Âåð-
øèíû ñ íîìåðàìè n.i è n − 1.j ñîåäèíÿþòñÿ ðåáðàìè. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû ñ
íîìåðîì n− 2.j ïðîâîäÿòñÿ ðåáðà, ñâÿçûâàþùèå åå ñ âåðøèíàìè n− 1.i. Åñëè
âåðøèí n− 1.i íå íàéäåòñÿ äëÿ ïîäàëãåáðû n− 2.j, òî îíà ñîåäèíÿåòñÿ ðåáðîì
ñ âåðøèíîé n.i. Âåðøèíà n − 3.i ñîåäèíÿåòñÿ ñ âåðøèíàìè n − 2.j, åñëè îíà
ÿâëÿåòñÿ èõ ïîäàëãåáðîé. Âåðøèíà n − 3.i ñîåäèíÿåòñÿ ñ âåðøèíàìè n − 1.j
åñëè îíà íå ñîåäèíÿåòñÿ ñ íåé ÷åðåç ïîäàëãåáðó n− 2.k è òàê äàëåå.

Ãðàô-äåðåâî ïðåäñòàâëåí ôðàãìåíòàìè: îñíîâíîé ôðàãìåíò, 7 êîíå÷íûõ
ôðàãìåíòîâ ê îñíîâíîìó ôðàãìåíòó, 19 ïðîìåæóòî÷íûõ ôðàãìåíòîâ ê îñíîâ-
íîìó ôðàãìåíòó è 66 êîíå÷íûõ ôðàãìåíòîâ ê ïðîìåæóòî÷íûì ôðàãìåíòàì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �11.G34.31.0042 ïðàâèòåëü-

ñòâà ÐÔ ïî ïîñòàíîâëåíèþ �220.

ÀÍÀËÈÇ ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÕ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ Ñ
ÏÎÌÎÙÜÞ ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÛÕ ÃÐÓÏÏ ÑÈÌÌÅÒÐÈÈ

Ìàðêîâ Ï.Â.
Òþìåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Òþìåíü

markov.pv@mail.ru

Òåîðèÿ äèñêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì âñå ÷àùå èñïîëüçóåòñÿ ïðè îïè-
ñàíèè ôèçè÷åñêèõ, áèîëîãè÷åñêèõ, ýêîíîìè÷åñêèõ è ìíîãèõ äðóãèõ ïðîöåññîâ.
Òåîðèÿ ãðóïï Ëè íåïðåðûâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé çà ïðîøåäøèé âåê ïîêàçàëà ñå-
áÿ íåçàìåíèìûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Îäíàêî óñïåõè ýòîé òåîðèè äëÿ äèñêðåòíûõ ñèñòåì ïîêà íåñêîëüêî ñêðîìíåå.

Â äîêëàäå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ãðóïïîâîãî àíàëèçà äèñêðåòíûõ äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì, êîòîðûå çàäàþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè âèäà

xk+1 = f(xk), f : Rn → Rn, xk ∈ Rn, n = 1, 2, 3 ,

ñ ïîìîùüþ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè ñèììåòðèè [3]
è çàäàþòñÿ àëãåáðîé Ëè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ïî ãðóïïîâîé êëàññèôèêàöèè îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [2] áûëè ïîëó÷åíû ñåìåéñòâà äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ
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ñèñòåì ñ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèìè ãðóïïàìè ñèììåòðèè. Â êàíîíè÷åñêèõ ïåðå-
ìåííûõ òðåõìåðíûå ñèñòåìû èìåþò âèä

1.
xk+1 = xk + f(zk),
yk+1 = yk + g(zk),
zk+1 = h(zk),

2.
xk+1 = xk,
yk+1 = yk + g(xk, zk),
zk+1 = h(xk, zk),

3.
xk+1 = f(zk)xk,
yk+1 = g(zk)xk + yk,
zk+1 = h(zk),

4.
xk+1 = f(xk, zk),
yk+1 = yk,
zk+1 = g(xk, zk).

Òàêæå áûë ïðîâåäåí àíàëèç òðåõìåðíûõ ñèñòåì ñ ïîìîùüþ òðåõïàðàìåòðè÷å-
ñêèõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ [1].

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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Î ÍÎÂÎÌ ÏÎÄÕÎÄÅ Ê ÃÐÓÏÏÎÂÎÌÓ ÀÍÀËÈÇÓ
ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Íàñûðîâ Ô.Ñ., Àáäóëëèí Ì.À.
Óôèìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àâèàöèîííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, ÍÈË

¾ÃÀÌÌÅÒÒ¿, Óôà

farsagit@yandex.ru, 79marat97@rambler.ru

Ðàññìîòðèì íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω, F, P ) îäíîìåðíîå ñòîõà-
ñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ( â äàëüíåéøåì: ÑÄÓ)

dy(t) = b(t, y(t))dt+ σ(t, y(t)) ∗ dW (t) (1)

ãäå W (t) � ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, äèôôåðåíöèàë ïîíèìàåòñÿ â
ñìûñëå Ñòðàòîíîâè÷à.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ b(t, y) è σ(t, y) íåñëó÷àé-
íû è äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû, σ îòäåëåíî îò íóëÿ. Ïóñòü t̄ =
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f(t, a), ȳ = g(t,W (t), y, a) � äîïóñòèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (1). Ñóùå-
ñòâåííîé îñîáåííîñòüþ ãðóïïîâîãî àíàëèçà ê ÑÄÓ ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî èñ-
õîäíîå áðîó- íîâñêîå äâèæåíèå W (t) â (1) äîëæíî ïåðåõîäèòü â íîâîå áðîóíîâ-
ñêîå äâèæåíèå W̄ (t̄). Âûÿñíèëîñü, ÷òî â ñèëó ýòèõ ïðè÷èí ïðåîáðàçîâàíèå âðå-
ìåíè, íàïðèìåð, ïîðîæäàåò ïðåîáðàçîâàíèå ôàçîâîé ïåðåìåííîé, òî åñòü ýòè
ïðåîáðàçîâàíèÿ ñâÿçàíû. Ïðè ýòîì íîâîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W̄ (t̄) îïðåäå-
ëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Ðàíåå (ñì. ïîäðîáíåå â [1]) áûëà âûÿâëåíà ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(1):

ξ(t) = φ∗(t,W (t) + C(t)),

ãäå φ∗(t, v) � äåòåðìèíèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ
ôóíêöèåé σ(t, v), à ïîñêîëüêó âèä ôóíêöèè σ(t, v) ïðè äîïóñòèìûõ ïðåîáðàçî-
âàíèÿõ îñòàåòñÿ íåèçìåííûì, òî è âèä ôóíêöèè φ∗(t, v) òàêæå íå èçìåíÿåòñÿ.

Âñÿ âåðîÿòíîñòíàÿ èíôîðìàöèÿ î ïðîöåññå η(t) ñîäåðæèòñÿ â âèíåðîâñêîì
ïðîöåññå ñî ñëó÷àéíûì ãëàäêèì ñíîñîì

dη(t) = dW (t) + C ′(t)dt, (2)

ãäå ôóíêöèÿ C(t) åñòü ðåøåíèå îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

C ′(t) =
b(t, φ∗(t,W (t) + C(t)))− (φ∗)′t(t, v)|W (t)+C(t)

σ(t, φ∗(t,W (t) + C(t)))
(3)

Íî äëÿ (3) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíîé òåõíèêîé ãðóïïîâîãî àíàëè-
çà. Îêàçàëîñü, ÷òî ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé äîïóñêàåìàÿ óðàâíåíèåì (3) îäíî-
çíà÷íûì îáðàçîì ñâÿçàíà ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïîé äëÿ ÑÄÓ (1).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà �11.G34.31.0042

ïðàâèòåëüñòâà ÐÔ ïî ïîñòàíîâëåíèþ �220.
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ÏÎÄÌÎÄÅËÈ È ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÒÎ×ÍÛÅ ÐÅØÅÍÈß
ÑÈÑÒÅÌÛ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÃÀÇÎÂÇÂÅÑÈ

Ïàíîâ À.Â., Ôåäîðîâ Â.Å.
×åëÿáèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ×åëÿáèíñê

gjd@bk.ru, kar@csu.ru

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, îïèñûâàþ-
ùàÿ äèíàìèêó ñìåñè ãàçà è òâåðäûõ ÷àñòèö [1] â ñëó÷àå òðåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ

∂ρ1
∂t

+ ~u1 · ∇ρ1 + ρ1div~u1 = 0,
∂ρ2
∂t

+ ~u2 · ∇ρ2 + ρ2div~u2 = 0,

ρ1

(
∂~u1
∂t

+ ~u1 · ∇~u1
)

+m1∇P (ρ1, ρ2) = −ρ2
τ

(~u1 − ~u2),

ρ2

(
∂~u2
∂t

+ ~u2 · ∇~u2
)

+m2∇P (ρ1, ρ2) =
ρ2
τ

(~u1 − ~u2).

Íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû ñêîðîñòè ïåðâîé è âòîðîé ôàçû, à òàêæå ïëîò-
íîñòè ôàç. Äàâëåíèå P � ôóíêöèîíàëüíûé ïàðàìåòð ñèñòåìû. Òåìïåðàòóðíûå
ýôôåêòû íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Äëÿ äàííîé ñèñòåìû íàéäåíî ÿäðî îñíîâíûõ
àëãåáð Ëè [2]. Åìó ñîîòâåòñòâóåò äåñÿòèìåðíàÿ ãðóïïà Ãàëèëåÿ. Ñ ïîìîùüþ
îïòèìàëüíîé ñèñòåìû ïîäàëãåáð, ïîëó÷åííîé â [3], âûïèñàíû ïîäìîäåëè ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé è íàéäåíû íåêîòîðûå òî÷íûå ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû.
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Î ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ×ÀÑÒÍÛÕ ÐÅØÅÍÈßÕ ÎÄÍÎÌÅÐÍÎÃÎ È
ÒÐÅÕÌÅÐÍÎÃÎ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

ÊËÅÉÍÀ-ÃÎÐÄÎÍÀ Ñ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÎÌ ÄÐÎÁÍÎÉ ÑÒÅÏÅÍÈ
Ñàëèìîâ Ð.Ê., Åêîìàñîâ Å.Ã.

Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Óôà

salemsrk@yandex.ru

Èçó÷åíèå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé Êëåéíà-Ãîðäîíà uxx−utt = F (u) äëÿ ðàç-
íîãî âèäà ôóíêöèé F (u) èãðàåò âàæíóþ ðîëü â èññëåäîâàíèè ñîëèòîíîâ.Ýòè
óðàâíåíèÿ ëåãêî îáîáùèòü íà ïðîñòðàíñòâà áîëåå âûñîêîé ðàçìåðíîñòè, íàïðè-
ìåð 52u − utt = F (u),èëè äëÿ ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè urr + 2urr − utt = F (u).
Êàê èçâåñòíî,íå ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé Ëîðåíö-èíâàðèàíòíûõ ïî-
ëåâûõ óðàâíåíèé äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ðàçìåðíîñòè áîëåå îäíîé [1, 3]. Îäíàêî
ýòî íå èñêëþ÷àåò çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè îñöèëëèðóþùèõ ðåøåíèé.

Íàìè ÷èñëåííî èññëåäîâàëèñü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé âèäà urr+2urr −utt = u
m
n

è ñ ïðàâîé ÷àñòüþ âèäà F (u) = sin(u)+u
m
n (â ÷àñòíîñòèm/n = 1/3,m/n = 3/5).

Ïðè ýòîì áûëè ïîëó÷åíû èíòåðåñíûå äîëãîæèâóùèå áðèçåðîïîäîáíûå ðåøåíèÿ,
àíàëîãè÷íûìè ïóëüñîíàì óðàâíåíèÿ ñèíóñ Ãîðäîí[2].

Óðàâíåíèÿ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ âèäà u
m
n èìåþò ñèììåòðèè ðàñòÿæåíèÿ ïî r, t è

ñäâèãà ïî âðåìåíè è ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê îäíîé ïåðåìåíîé.×àñòíîå ðåøåíèå
ðåäóöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ èññëåäîâàëîñü òàêæå ÷èñëåííî. Äàëåå ÷èñëåííî èñ-
ñëåäîâàëèñü óðàâíåíèÿ âèäà urr+2urr −utt = u

m
n (u2r−u2t )

k
s , êîòîðûå òàêæå èìåþò

áðèçåðîïîäîáíûå ðåøåíèÿ è ñèììåòðèè ðàñòÿæåíèÿ è ñäâèãà ïî âðåìåíè.
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Óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè (ÓÃÄ) èìåþò âèä [1]:

ρt + (~u · ∇)ρ+ ρ div~u = 0, ~ut + (~u · ∇)~u+ ρ−1∇p = 0, St + (~u · ∇)S = 0. (1)

Çäåñü ~u � ñêîðîñòü, ρ � ïëîòíîñòü, S � ýíòðîïèÿ, p � äàâëåíèå ñâÿçàíû óðàâíå-
íèåì ñîñòîÿíèÿ p = f(ρ, S).

Óðàâíåíèÿ (1) ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ îáùåãî âèäà äîïóñêàþò ìàêñèìàëü-
íóþ àëãåáðó Ëè L11, äëÿ êîòîðîé îïòèìàëüíàÿ ñèñòåìà íåïîäîáíûõ ïîäàëãåáð
ïîñòðîåíà [1]. Äëÿ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà âîçíèêàþò äîïîë-
íèòåëüíûå îïåðàòîðû, ðàñøèðÿþùèå äîïóñêàåìóþ àëãåáðó äî Lk, k � ðàçìåð-
íîñòü àëãåáðû. Íåèçîìîðôíûå àëãåáðû ïðèâåäåíû â ðàáîòå [2].

Äëÿ àëãåáð Ëè, äîïóñêàåìûõ ÓÃÄ ñ óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèé ñïåöèàëüíîãî
âèäà [3], îïòèìàëüíûå ñèñòåìû ïîñòðîåíû íå äëÿ âñåõ àëãåáð. Îíè íå ïîñòðîåíû
äëÿ àëãåáð Ëè L11 ⊕ {Y1}, L11 ⊕ {Y1, Yp} è L11 ⊕ {Y1, Yp, Yp2}, ãäå Y1 = ∂p, Yp =
ρ ∂ρ + p ∂p, Yp2 = 2ρp ∂p + p2∂p. Â äàííîé ðàáîòå áóäåò ïîñòðîåíà îïòèìàëüíàÿ
ñèñòåìà íåïîäîáíûõ ïîäàëãåáð äëÿ L11 ⊕ {Y1}, à òàêæå ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ
òàêèõ ïîäàëãåáð ñ ïîìîùüþ îïòèìàëüíîé ñèñòåìû äëÿ L11 [4, ïðèëîæåíèå].
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Ïóñòü ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé E äîïóñêàåò êîíå÷íîìåðíóþ
ãðóïïó ñèììåòðèé Ëè G. Òîãäà êàæäîå ðåøåíèå ñèñòåìû E (â òîì ÷èñëå è
÷àñòè÷íî-èíâàðèàíòíîå) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êàêîé-íèáóäü àâòîìîðôíîé ñèñòå-
ìû îòíîñèòåëüíî ãðóïïûG. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíèå ÷àñòè÷íî-èíâàðèàíòíûõ
ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ ïîäçàäà÷åé â çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ àâòîìîðô-
íûõ ñèñòåì.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ñðàâíåíèþ äâóõ àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ
÷àñòè÷íî-èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé: àëãîðèòìà ñ ïðèìåíåíèåì ïîíÿòèÿ ¾ëèøíèõ
ôóíêöèé¿ îïèñàííîãî â ìîíîãðàôèè [1, �22] è àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ è èíòå-
ãðèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ àâòîìîðôíûõ ñèñòåì [2], [3].

Ïåðå÷åíü âñåõ ïîòåíöèàëüíî âîçìîæíûõ òèïîâ àâòîìîðôíûõ ñèñòåì äàí-
íîé ãðóïïû îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâàìè:

max{n, rk} 6 dk 6 n+ rk, rk 6 rk+1 6 r, dk 6 dk+1, k = 0, 1, . . . ,

ãäå n � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, r � ðàçìåðíîñòü
ãðóïïû G, rk � îáùèé ðàíã k-ãî ïðîäîëæåíèÿ ãðóïïû G è dk � ðàçìåðíîñòü
îðáèòû ðåøåíèÿ â k-îì ïðîäîëæåíèè ïðîñòðàíñòâà.

Êàæäàÿ àâòîìîðôíàÿ ñèñòåìà õàðàêòåðèçóåòñÿ êîíå÷íîé íåóáûâàþùåé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòüþ ðàçìåðíîñòåé d0, . . . , dk3 [2]. Äëÿ ÷àñòè÷íî-èíâàðèàíòíûõ
ðåøåíèé äåôåêòà δ ðàçìåðíîñòü d0 = n+δ. Åùå îäíî îãðàíè÷åíèå äàåò òåîðåìà
î ðåäóêöèè [1, ñòð. 290], èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåðåäóöèðóåìûõ ÷àñòè÷íî-
èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé d0 < d1. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äåôåêò íåðå-
äóöèðóåìûõ ÷àñòè÷íî-èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé â ïðîäîëæåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ
âñåãäà âûøå ÷åì â èñõîäíîì.

Â îáîèõ àëãîðèòìàõ åñòü ñâîè äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè. Ïðè èñïîëüçîâà-
íèè àâòîìîðôíûõ ñèñòåì íåò íàäîáíîñòè â ïîíÿòèè ¾ëèøíèõ¿ ôóíêöèé. Âìåñòî
àëãîðèòìà ïðèâåäåíèÿ ñèñòåìû ê èíâîëþòèâíîìó âèäó èñïîëüçóþòñÿ óñëîâèÿ
ïîëíîé èíòåãðèðóåìîñòè. Íî òðåáóåòñÿ âû÷èñëÿòü äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðè-
àíòû ïåðâîãî è áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Îäíàêî âñå ýòàïû ïîñòðîåíèÿ è èí-
òåãðèðîâàíèÿ àâòîìîðôíûõ ñèñòåì (âêëþ÷àÿ âû÷èñëåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ
èíâàðèàíòîâ) ëåã÷å ïîääàþòñÿ àâòîìàòèçàöèè ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíûõ ñè-
ñòåì àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé.
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Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ñåìåéñòâà òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé ãàçîâîé äè-
íàìèêè ñ ëèíåéíûì ïîëåì ñêîðîñòåé ñ äèàãîíàëüíîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé.

Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ èìååò âèä

u =
λ1x+ u00
λ1t+ 1

, v =
λ2y + v00
λ2t+ 1

, w =
λ3z + w00

λ3t+ 1
, (1)

k(p) = KΠ−1(t), ρ = F (~u)Π−1(t) (2),

ãäå Π(t) =
∏3

i=1(λit + 1), ~u00 = (u00, v00, w00) � ïðîèçâîëüíûé ïîñòîÿííûé âåê-
òîð; λ1, λ2, λ3 � ïðîèçâîëüíûå, íå ðàâíûå äðóã äðóãó, ïîñòîÿííûå (λi 6= 0);
~u = (u, v, w) � âåêòîð ñêîðîñòè ÷àñòèöû; ρ � ïëîòíîñòü; k(p) � ôóíêöèÿ îò äàâ-
ëåíèÿ p, âçÿòàÿ èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ; F (~u) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ; K �
ïîñòîÿííàÿ. Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ åñòü óðàâíåíèå ñ ðàçäåëåííîé ïëîòíîñòüþ

B(S)k(p) = ρ, (3)

ãäå B(S) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ îò ýíòðîïèè S. Åñëè ïîëîæèòü â (3) B = Bγ
1 , k =

p1/γ, òî ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ äëÿ ïîëèòðîïíîãî ãàçà. Êâàäðàò ñêîðîñòè
çâóêà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (â ñêîáêàõ óêàçàí êâàäðàò ñêîðîñòè çâóêà äëÿ
ïîëèòðîïíîãî ãàçà)

a2 =
k(p)

ρk′(p)
(a2 = γ

p

ρ
).

Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé, äîïóñêàåìûõ óðàâíåíèÿìè ãàçîâîé äèíàìè-
êè, çíà÷èòåëüíî ñîêðàùåíî êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ â ïðåäñòàâëåíèè (1), ÷òî
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ïðèâåëî ê óïðîùåíèþ èññëåäîâàíèÿ ðåøåíèé. Âûÿñíåíî, ÷òî ÷àñòèöû ëåòÿò ïî
ïðÿìûì ëèíèÿì. Ðàññìîòðåíî äâèæåíèå âûäåëåííîãî îáúìà æèäêîñòè, çâóêî-
âîé ïîâåðõíîñòè è çâóêîâîãî êîíîèäà.
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Â ðàáîòå ïðîâåäåí ñèììåòðèéíûé àíàëèç óðàâíåíèÿ λut− utx = uxx. Áûëà
íàéäåíà àëãåáðà Ëè ãåíåðàòîðîâ åãî äîïóñêàåìûõ ãðóïï ñ áàçèñîì

X1 =
∂

∂t
, X2 =

∂

∂x
, X3 = u

∂

∂u
, X4 = t

∂

∂t
+ (2t− x)

∂

∂x
− λxu ∂

∂u
,

X5 = B(t, x)
∂

∂u
,

ãäå B(t, x) � ëþáîå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, à òàêæå îïòèìàëüíàÿ ñè-
ñòåìà îäíîìåðíûõ ïîäàëãåáð 〈X3〉, 〈X4〉, 〈X1 + X4〉, 〈X2 + cX3〉, 〈X1 + cX3〉,
〈X1 + X2 + cX3〉, 〈X1 + 2X2 + cX3〉 ìàêñèìàëüíîé êîíå÷íîìåðíîé ïîäàëãåáðû
〈X1, X2, X3, X4〉. Îïòèìàëüíàÿ ñèñòåìà èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîèñêà èíâàðèàíòíûõ
[1, 2] ðåøåíèé óðàâíåíèÿ. Íàïðèìåð, íàéäåíû ðåøåíèÿ

u(t, x) = C1e
c2

λ−c t+cx, c ∈ R \ {λ},

u(t, x) = C1e
c2

λ+c (t−x)+cx, c ∈ R \ {−λ},
u(x, t) =

= e2λ ln(1+t)−λ(2t−x−1)C1(x(1 + t)− t2 + 1)−λI2λ(2λ
√
x(1 + t)− t2 + 1)+

+e2λ ln(1+t)−λ(2t−x−1)C2(x(1 + t)− t2 + 1)−λK2λ(2λ
√
x(1 + t)− t2 + 1),

ãäå

I2λ(s) =
2−2λs2λ

√
πΓ(2λ+ 1

2)

π∫
0

eis cos ξ(sin ξ)4λdξ, λ > −1

4
,

K2λ(s) =

∞∫
0

e−s ch ξ ch 2λξdξ, |Arg(s)| < π

2
,

îáîçíà÷àþò ìîäèôèöèðîâàííûå ôóíêöèè Áåññåëÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïåðâîãî è
âòîðîãî ðîäà.
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Òåïëîâûå äâèæåíèÿ ãàçà � ýòî èçåòåðìè÷åñêèå äâèæåíèÿ áåç ðàñøèðåíèé,
êîãäà ïðîèçâîëüíûé îãðàíè÷åííûé îáúåì íå ìåíÿåò ñâîåé âåëè÷èíû. Êîãäà ñâî-
áîäíàÿ ýíåðãèÿ i � îäíà èç íåçàâèñèìûõ ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ, ïëîñêèå
òåïëîâûå äâèæåíèÿ ÷àñòè÷íî ëèíåàðèçóþòñÿ [1]

~xj = O~xtt, ~xi ·O~xj = 1.

Çäåñü O � ïîâîðîò íà −π/2.
Ñèñòåìà äîïóñêàåò áåñêîíå÷íóþ ãðóïïó G èç ïåðåíîñîâ, ãàëèëååâûõ ïåðå-

íîñîâ, âðàùåíèÿ, ðàñòÿæåíèé è îòðàæåíèé.
Ïðèâåäåíèå â èíâîëþöèþ ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû ïóòåì ñîñòàâëåíèå

èíòåãðèðóåìûõ ïî t ñîîòíîøåíèé ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé
ïî ïåðåìåííîé t â âèäå: ïîëèíîìîâ, ãàðìîíèêè, ëèíåéíî ðàñòóùåé ãàðìîíèêè,
ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùåé ãàðìîíèêè, áèãàðìîíèêè.

Ïîäñòàíîâêà ëþáîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â ïåðåîïðåäåëåííóþ ñèñòåìó äàåò ðå-
øåíèÿ. Ñ òî÷íîñòüþ äî ãðóïï G ïîëó÷åíû 8 òèïîâ òî÷íûõ ðåøåíèé . Ýòè ðå-
øåíèÿ ñîäåðæàò âñå ðåøåíèÿ Ë.Â. Îâñÿííèêîâà ñ ëèíåéíûì ïîëåì ñêîðîñòåé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (11-01-00026-à, 11-
01-00147-à, 12-01-00648), Ôåäåðàëüíîãî àãåíòñòâà ïî íàóêå è èííîâàöèÿì ÐÔ
(ÍØ-6706.2012.1), ãðàíòà 11.G34.31.0042 ïðàâèòåëüñòâà ÐÔ ïî ïîñòàíîâëåíèþ
220.
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Ñîâåðøåííûé êóáîèä � ýòî ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä, äëèíû âñåõ
ð¼áåð êîòîðîãî, à òàêæå äëèíû äèàãîíàëåé íà ãðàíÿõ è äëèíà ïðîñòðàíñòâåííîé
äèàãîíàëè ïðåäñòàâëåíû öåëûìè ÷èñëàìè. Îí îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé èç øåñòè
äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé

x2
1 + x2

2 = d 2
3 , x2

2 + x2
3 = d 2

1 , x2
3 + x2

1 = d 2
2 ,

(1)
d 2
3 + x2

3 = L2, d2
1 + x2

1 = L2, d2
2 + x2

2 = L2.

Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ñîâåðøåííîãî êóáîèäà íå ðåø¼í è îñòà¼òñÿ îòêðû-
òûì â òå÷åíèå îêîëî 300 ëåò (ñì. [1]). Îòìåòèì, ÷òî îí áûë èçâåñòåí Ýéëåðó
(ñì. [2]).

Àâòîðîì äîêëàäà áûëè ïðåäëîæåíû äâà íîâûõ ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è
î ñîâåðøåííîì êóáîèäå. Â ïåðâîì ïîäõîäå óðàâíåíèÿ (1) ñâîäÿòñÿ ê îäíîìó äè-
îôàíòîâîìó óðàâíåíèþ 12-îé ñòåïåíè. Ïðè àíàëèçå ýòîãî óðàâíåíèÿ âîçíèêàåò
ðàçâåòâëåíèå íà òðè ñëó÷àÿ, â êîòîðûõ áûëè ñôîðìóëèðîâàíû òðè ãèïîòåçû î
íåïðèâîäèìîñòè òð¼õ ñåìåéñòâ öåëî÷èñëåííûõ ïîëèíîìîâ. Çàäà÷à ñâåëàñü ê äî-
êàçàòåëüñòâó âñåõ òð¼õ ýòèõ ãèïîòåç îäíîâðåìåííî ëèáî ê îïðîâåðæåíèþ îäíîé
èç íèõ è íàõîæäåíèþ ñîâåðøåííîãî êóáîèäà, ñâÿçàííîãî ñ ðåøåíèåì îòâå÷àþ-
ùåãî ýòîé ãèïîòåçå ïîëèíîìèàëüíîãî äèîôàíòîâîãî óðàâíåíèÿ (ñì. [3]).

Âòîðîé ïîäõîä îñíîâàí íà åñòåñòâåííîé äèñêðåòíîé S3 - ñèììåòðèè óðàâ-
íåíèé (1), ñîñòîÿùåé â îäíîâðåìåííûõ ïåðåñòàíîâêàõ ïåðåìåííûõ x1, x2, x3 è
d1, d2, d3. Ïîñëå ôàêòîðèçàöèè ïî ýòîé ñèììåòðèè âîçíèêàåò ñîâåðøåííî íîâàÿ
ñèñòåìà äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ, òåì íå ìåíåå, ñîõðàíÿåò ýêâèâàëåíò-
íîñòü èñõîäíîé çàäà÷å. Ìíîãî÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ýòèõ óðàâíå-
íèé, ÷àñòü èç êîòîðûõ áûëà ïîëó÷åíà â ñîòðóäíè÷åñòâå ñ Äæîíîì Ðàìñäåíîì,
èçëîæåíû â ñåðèè ïóáëèêàöèé [4]. Â ÷àñòíîñòè áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî âñå ïîòåí-
öèàëüíî âîçìîæíûå ñîâåðøåííûå êóáîèäû ñâÿçàíû ñ ðàöèîíàëüíûìè òî÷êàìè,
ëåæàùèìè â ïåðåñå÷åíèè îïðåäåë¼ííûõ ðàöèîíàëüíûõ è ýëëèïòè÷åñêèõ êðè-
âûõ.

Äîêëàä ïîñâÿù¼í îáçîðó ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàìêàõ âòîðîãî ïîä-
õîäà.
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Ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü àòîìà âîäîðîäà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Øð¼äèíãå-
ðà, â êîòîðîì âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíà è ïðîòîíà çàäà¼òñÿ êóëîíîâñêèì ïî-
òåíöèàëîì. Íåñìîòðÿ íà áëåñòÿùåå ïîäòâåðæäåíèå ýòîé ìîäåëè ñïåêòðîìåòðè-
÷åñêèìè ýêñïåðèìåíòàìè, åñòü âîïðîñû ê ëîãèêå ýòîé ìîäåëè. Êóëîíîâñêèé ïî-
òåíöèàë ñîîòâåòñòâóåò âçàèìîäåéñòâèþ äâóõ íåïîäâèæíûõ òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ.
Ýëåêòðîí è ïðîòîí â àòîìå âîäîðîäà ÿâëÿþòñÿ êâàíòîâûìè ÷àñòèöàìè, íå èìå-
þùèìè îïðåäåë¼ííîãî ïîëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå. Ïðèíÿòî ãîâîðèòü îá ýëåê-
òðîííîì îáëàêå è ðàñïðåäåëåíèè çàðÿäà ýëåêòðîíà â ýòîì îáëàêå. Àíàëîãè÷íîå
îáëàêî, õîòÿ è áîëåå êîìïàêòíîå è ïëîòíîå, ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèþ çà-
ðÿäà ïðîòîíà. Òàê ïî÷åìó æå ýëåêòðîí è ïðîòîí, áóäó÷è ðàñïðåäåë¼ííûìè çà-
ðÿäàìè, ñîçäàþò ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ è âçàèìîäåéñòâóþò
êàê òî÷å÷íûå çàðÿäû?

Äðóãîé âîïðîñ ñâÿçàí ñ íàëîæåíèåì âíåøíåãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
íà àòîì âîäîðîäà. Ïðè îïèñàíèè ýôôåêòîâ Çååìàíà è Øòàðêà (ñì. [1]) âíåø-
íåå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ââîäèòñÿ â óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà ïðèíöèïèàëü-
íî èíûì ñïîñîáîì, îòëè÷àþùèìñÿ îò ïðÿìîãî íàïèñàíèÿ ñëàãàåìîãî ñ ïîòåí-
öèàëîì âçàèìîäåéñòâèÿ. Ýòîò ñïîñîá èçâåñòåí êàê ìèíèìàëüíîå ñâÿçûâàíèå
(minimal coupling, ñì. [2]). Îí áîëåå ïîñëåäîâàòåëåí è ó÷èòûâàåò êàëèáðîâî÷-
íóþ ñèììåòðèþ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Òàê ïî÷åìó æå îäíî è òî æå ïî ñâîåé
ïðèðîäå ïîëå äåëèòñÿ íà äâå ÷àñòè, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ñòîëü ïî-ðàçíîìó â
ðàìêàõ îäíîãî óðàâíåíèÿ?
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Â ñâÿçè ñ âûøåèçëîæåííûì â ðàáîòå [3] àâòîðîì äîêëàäà áûëà ïðåäëîæå-
íà ê ðàññìîòðåíèþ ìîäåëü ñ äâóìÿ êâàíòîâûìè ïðîòèâîïîëîæíî çàðÿæåííûìè
÷àñòèöàìè, â êîòîðîé ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, îïèñûâàþùåå èõ âçàèìîäåéñòâèå,
ââîäèòñÿ òîëüêî ÷åðåç ìèíèìàëüíîå ñâÿçûâàíèå. Àâòîðó íå óäàëîñü ïðîñòûìè
ñîîáðàæåíèÿìè ñâåñòè å¼ ê ñòàíäàðòíîé ìîäåëè àòîìà âîäîðîäà íè â òî÷íîì,
íè â êàêîì-ëèáî ïðèáëèæ¼ííîì ñìûñëå. Ïîýòîìó ìîäåëü âûíîñèòñÿ íà ñóä øè-
ðîêîé ïóáëèêè. Äîêëàä ïîñâÿù¼í îáñóæäåíèþ ïðåäëîæåííîé ìîäåëè è îáçîðó
ìàòåìàòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ äëÿ íå¼ â ðàáîòå [3].
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