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Квантовым методом Монте-Карло исследуется двухмерная (2D) модель Гейзенберга с анизотропией обмена
(∆ = 1 − Jx/Jz) и с S = 1/2. Вычислены энергия, восприимчивость, теплоемкость, спин-спиновые
корреляционные функции, радиус корреляции. Подрешоточная намагниченность (σ) и температура Не-
еля анизотропного антиферромагнетика имеют логарифмическую зависимость от анизотропии обмена:
1/σ = 1 + 0.13(1) ln(1/∆). При Tc/J ≈ 0.4 происходит кроссовер зависимости статического магнит-
ного структурного фактора от температуры со степенной на экспоненциальную. Корреляционный радиус
аппроксимируется зависимостью 1/ξ = 2.05T1.0(6)/ exp(1.0(4)/T). Для La2CuO4 вычислена подрешеточная
намагниченность σ = 0.45, величина обмена J = (1125 ÷ 1305) K, для Er2CuO4 обмен J ∼ 625 K,
анизотропия обмена ∆ ∼ 0.003. Температурное поведение статического структурного магнитного фактора
и корреляционного радиуса выше температуры Нееля в этих соединениях объясняется за счет образования
топологических возбуждений (спинонов).

В последние годы много работ посвящено теоретиче-
скому и экспериментальному исследованию двухмерного
(2D) гейзенберговского антиферромагнетика (AF) на
квадратной решетке со спином S = 1/2. Значитель-
ные теоретические усилия посвящены подтверждению
или опровержению идеи Андерсона о квантовом не-
упорядоченном основном состоянии [1] в 2D модели
Гейзенберга с антиферромагнитными взаимодействиями.
В ряде работ получено критическое значение спина
Sc = 1−3/2 [2,3], меньше которого дальний AF порядок
отсутствует при T = 0. Чакраварти, Хальперин и Не-
льсон [4], используя метод ренормгруппы и нелинейную
σ модель в (2 + 1) пространстве, получили дальний AF
порядок (LRO) в основном состоянии. В этой работе [4]
не учтен член Хопфа hθHhop f (θ = 2πS) [5], который мо-
жет существенно изменить магнитное состояние. Теории
с топологическими инвариантами [6] не предполагают
дальнего порядка в основном состоянии. К аналогично-
му результату приходят в монографии [7], в которой
на основании теоремы Либа, Шульца и Маттиса [8]
утверждается, что двухмерный гейзенберговский анти-
ферромагнетик со спином 1/2 имеет основное состоя-
ние, которое может оказаться не неелевским и может
обладать либо нарушенной трансляционной симметрией,
либо бесщелевыми возбуждениями.

Большинство точных расчетов на малых решетках
4 × 4 и 4 × 6 [9–11] дают AF упорядочение с энергией
E/NJ = 0.67−0.7. Развитие вычислительной техни-
ки позволяет использовать большие размеры решетки
N = 26, 32 [12,13], которые дают асимптотическое ис-
чезновение дальнего антиферромагнитного порядка как
∼ 1/N. Моделирование методом Монте-Карло (МС)
позволяет использовать размеры решеток от 20 × 20 до
128 × 128 [14–18]. Эти расчеты, использующие вари-
ационный алгоритм [17], ренормгруппу [19,20], также
дают существование 2D AF при T = 0. Тип магнитного

состояния, вычисленного на основе вариационных ме-
тодов, зависит от выбора исходной (пробной) волновой
функции и в некоторых случаях приводит к отсутствию
дальнего порядка в магнетиках. В траекторных методах
МС [15,16,21] используются конечные температуры и по
исследованию только изотропной модели трудно делать
выводы об основном состоянии.

Существует также ряд проблем при исследова-
нии квазидвумерных соединений La2CuO4 [22,23],
Er2CuO4 [24–26], Sr2CuO2Cl2 [27]. Экспериментальные
исследования этих кристаллов указывают на ионный ха-
рактер связей [28], в то же время упорядоченный момент
изменяется в интервале σ = 0.4−0.44, что значительно
меньше теоретических оценок для 2D гейзенберговских
AF σ = 0.6−0.64 [4,29]. Выше температуры Нееля
до (1.5−2)TN существуют сильные двумерные спиновые
корреляции, так что радиус корреляции изменяется по
экспоненциальному закону, например в La2CuO4 от 40 Å
при 450 K до 400 Å при 200 K [23], в то время как ста-
тический магнитный структурный фактор S(Q) меняется
с температурой очень медленно, что также не согласу-
ется с теоретическими расчетами, дающими экспонен-
циальную зависимость S(Q) ∼ T2 exp(−A/T) [4]. В
изоструктурных соединениях La2NiO4, [30], La2CoO4 [31]
со спином S = 1 и 3/2 наблюдается двумерный изин-
говский фазовый переход по интенсивности рассеяния
нейтронов в области 1.02TN, в полной аналогии с K2NiF4

имеющим магнитную анизотропию одного порядка с
La2CuO4. Магнитная восприимчивость χ(T) в этих
соединениях [26] при T > TN демонстрирует аномальное
температурное поведение — очень плавную зависимость
от температуры в области TN < T < (1.5−2)TN,
причем на границе этого интервала наблюдается пе-
региб в зависимости χ(T). Таким образом, величина
магнитного момента иона меди и температурное по-
ведение спиновых корреляций выше TN являются уни-

116



Исследование 2D-модели Гейзенберга с S= 1/2 квантовым методом Монте-Карло 117

кальными и не объясняются в рамках существующих
теоретических расчетов в 2D модели Гейзенберга с
S= 1/2.

Итак, из приведенного обзора можно выделить две
важных проблемы. Первая проблема связана с неизвест-
ной природой основного состояния 2D AF. В силу низкой
размерности пространства, малой величины спина весь-
ма существенными оказываются квантовые флуктуации,
которые могут полностью разрушить дальний порядок.
Вторая проблема состоит в том, чтобы в рамках модели
Гейзенберга с взаимодействием между ближайшими со-
седями объяснить и дать теоретические оценки величины
магнитного момента, температурного поведения воспри-
имчивости, статического магнитного структурного фак-
тора S(Q) для T > TN в квазидвумерных соединениях на
основе ионов меди со спином S = 1/2 без привлечения
дополнительных взаимодействий.

В работе применяется квантовый метод Монте-Карло,
использующий траекторный алгоритм [32]. Основная
идея алгоритма — преобразование квантовой D-мерной
задачи к классической D + 1-мерной путем введения
”временных” срезов в пространстве мнимого времени
0 < τ < 1/T и реализации МС процедуры в простран-
стве ”мнимое время — координата”.

1. Модель и метод

Рассмотрим гейзенберговский анизотропный AF с ан-
тиферромагнитным взаимодействием между ближайши-
ми соседями (J < 0) на квадратной решетке, в узлах ко-
торой локализованы спины S= 1/2, направленные вдоль
оси OZ по направлению внешнего поля. Гамильтониан
имеет вид

H = −
1
2
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где ∆ = 1− Jx,y/Jz — анизотропия обмена типа ”легкая
ось”, Hz — внешнее магнитное поле, N — общее число
спинов.

Алгоримт и метод МС расчета подробно изложены
ранее [33]. Гамильтониан разбивается на кластеры из
четырех спинов на плакате, коммутация между которыми
учитывается с помощью формулы Троттера. В данной
работе в МС процедуре используются периодические
граничные условия по троттеровскому направлению и по
решетке. Линейный размер решетки L = 40, 48, 64 и 80
и m = 16, 32, 48. Количество МС шагов на один спин из-
менялось от 3000 до 10 000. Один МС шаг определяется
поворотом всех спинов на решетке размером L×L×4m.
Вычислялись: энергия E, теплоемкость C = dE/dT,
намагниченность M, восприимчивость во внешнем поле
χ = M/H, парные и четырехспиновые корреляционные

функции по продольным и по поперечным компонентам
спина, их фурье-спектр, подрешеточная намагниченность
σ = lim

r→∞

√
abs(〈Sz

0Sz
r〉), радиус корреляции ξ из аппрок-

симации спиновой корреляционной функции следующей
зависимостью:

R(r) = A/rη exp(−r/ξ), (2)

где R(r) — нормированная корреляционная функция
R(r) = |〈Sz(0)Sz(r)〉| − 〈Sz〉2.

2. Обсуждение результатов

Энергию и спиновые корреляционные функции изо-
тропного AF в основном состоянии определим дву-
мя методами: из асимптотического продолжения этих
величин, определенных для анизотропного AF при
∆ = 1 − Jx,y/Jz → 0 и для изотропного AF при
T → 0. Конечные размеры решетки, используемые
в МС вычислениях, обрезают область длинноволновых
возбуждений на волновом векторе k ∼ π/L и приводят
к ограничению минимального значения величины анизо-
тропии обмена, удовлетворяющей условию

√
∆ > π/L.

При этом условии вклад длинноволновых возбуждений
в термодинамику будет экспоненциально мал.

Рис. 1. Зависимости энергии E/NJ анизотропного с
∆ = 0.02(1), 0.075(2) и изотопного AF (на вставке: ∆ = 0.0
m = 32(1), 16(2)) (a) и подрешеточной намагниченности σ AF
с ∆ = 0.05(1), 0.15(2), 0.25(3) (b) от температуры. На встав-
ках пунктирными линиями изображены степенные зависимости
E = −0.682(4)+0.35T2.0(2) (a) и σ = 0.70(3)−3.(4)T3.(2) (b).
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Рис. 2. Энергия E/NJ (a) и корреляционные
функции ближайших соседей 〈Sz

0Sz
1〉 (b) AF в основном

состоянии в зависимости от анизотропии обмена
∆ = 1 − Jx/Jz. Линиями изображены интерполяционные
зависимости E = −0.684(6) + 1/ exp (1.61(7)/∆0.26(5)),
〈Sz(0)Sz(r = 1)〉 = −0.120(4) + 1/ exp (2(1)/∆0.165(7)).

Для ряда констант анизотропии обмена ∆ ≥ 0.005
вычислим температурные зависимости энергии, подре-
шеточной намагниченности, спиновых корреляционных
функций. Типичные зависимости изображены на рис. 1.
В области низких температур, меньших по сравнению
с энергией щели между основным и возбужденным
состоянием T < 4SJ

√
∆(1 + ∆), делаем экстраполяцию

вычисляемой величины A по степенному закону
A = A(T = 0) − αTβ (на вставке к рис. 1 изображена
пунктирной линией) и по экспоненциальному закону
A = A(T = 0)− α exp(−β/T) с тремя подгоночными
параметрами α, β и значением A при T = 0.
Экстраполированные значения E, 〈Sz(0)Sz(r = 1)〉
анизотропного AF в основном состоянии изображены
на рис. 2. Зависимость этих величин от
анизотропии обмена аппроксимируется функцией
A = A(∆ = 0)± 1/ exp(α/∆β) с подгоночными
параметрами α, β и A(0). Значения параметров
соответственно равны: для энергии α = 1.61(7),
β = 0.26(5); для корреляционных функций
〈Sz(0)Sz(r = 1)〉 α = 2.(1), β = 0.165(7).
Энергия 2D изотропной модели Гейзенберга в
основном состоянии E = −0.684(6) хорошо
согласуется с энергией, полученной методом
точной диагонализации E = −0.68445 [12].
Величина спин-спиновой корреляционной функции
〈Sz(0)Sz(r = 1)〉 = −0.120(4) неплохо согласуется с
результатом 〈Sz(0)Sz(r = 1)〉 = −0.114 [11].

Подрешеточная намагниченность интерполируется ло-
гарифмическим законом 1/σ = 1 + 0.13(1) ln(1/∆)
(рис. 3). На вставке к рис. 3 обратная величина на-
магниченности от ln(∆) хорошо описывается линейной
зависимостью. Это означает, что дальний антиферро-
магнитный порядок в основном состоянии в изотроп-
ной (∆ = 0, ln ∆ →∝) 2D модели Гейзенберга от-
сутствует. Для минимального значения величины ани-
зотропии ∆ = 0.005 подрешеточная намагниченность
равна σ = 0.29, или (в магнетонах Бора с g-фактором
g = 2) σ = 0.58µB. По максимуму теплоемкости, точке
перегиба восприимчивости и σ → 0 (рис. 1) опреде-
лим температуру Нееля анизотропного AF. Зависимость

Рис. 3. Подрешеточная намагниченность σ (a) и температура
Нееля TN/J (b) AF как функция анизотропи обмена. На
вставках показаны зависимости 1/σ (a) и J/TN (b) от ln ∆.

Рис. 4. Корреляционные функции по продольным компонен-
там для AF на решетке размером 40 × 40 (1), 64 × 64 (2),
80×80 (3) на расстоянии r/a = 1 (a) и зависимость логарифма
спин-спиновой корреляционной функции от расстояния для
T/J = 0.28 (1), 0.37 (2) (b).
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Рис. 5. Обратная величина корреляционного радиуса a/ξ , вы-
численная методом МС (a), (b, 1) и измеренная в эксперименте
по нейтронному рассеянию в La2CuO4 [23] (b, 2).

TN(∆) от анизотропии обмена (рис. 3) также хорошо
интерполируется логарифмическим законом для ∆ � 1
TN = 2/ ln(11/∆).

Зависимость энергии изотропного AF от
температуры на интервале 0.15 ≤ T/J ≤ 0.35
аппроксимируется полиномом третьей степени с
нулевыми коэффициентами при нечетных степенях
E(T) = −0.682(4) + 0.35(3)T2.0(2) (рис. 1).
Асимптотическое продолжение на этом интервале
спиновых корреляционных функций по продольным
и по поперечным компонентам (рис. 4) дает
соответственно 〈Sz(0)Sz(r = 1)〉 = −0.113(3) и
〈S+(0)S−(r = 1)〉 = −0.228(5), что хорошо согласуется
с результатами 〈S+(0)S−(r = 1)〉 = −0.22823(2) [12].
Это подтверждает идею Андерсона о существовании
синглетного основного состояния, в котором выполняет-
ся соотношение 2〈Sz(0)Sz(r = 1)〉 ≈ 〈S+(0)S−(r = 1)〉 и
магнитное состояние можно представить в виде суперпо-
зиции по всем реализациям синглетных пар. Иными сло-
вами, каждая пара соседних спинов на плоской решетке
находится по отношению друг к другу в синглетном со-
стоянии, но при этом комбинирование соседних спинов
в пары все время меняется. Если синглеты упорядочены,
то четырехспиновая корреляционная функция на нечет-
ных расстояниях будет больше, чем на четных. МС вычи-
сления 〈Sz

0Sz
1Sz

rS
z
r+1〉 не приводят к данному заключению.

Радиус корреляции, вычисленный из зависимости
спин-спиновой корреляционной функции от расстояния
(рис. 4, b), хорошо аппроксимируется при T/J ≥ 0.26
зависимостью 1/ξ = 2.05T1.0(6)/ exp(1.0(4)/T), изо-
браженной на рис. 5, a. В синглетном состоянии за-
висимость спиновой корреляционной функции от рас-
стояния является степенной. Возбуждениями в такой
модели являются спиноны или солитоны, между ко-
торыми существует взаимодействие. Вероятность воз-
буждения спинона (солитона) W ∼ exp(−Es/T), где
Es = J в 1D модели Гейзенберга, а в 2D-модели
энергия возбуждения спинона (солитона) в два раза
больше, так как для сохранения кубической симметрии
необходимо разорвать две синглетные пары. Среднее

расстояние между температурно возбужденными спи-
нонами составляет l(T) ∼ 1

√
W ∼ exp(J/T). Это

можно представить в виде квазирешетки, погруженной в
газ синглетных пар (рис. 6), где спиноны представлены
стрелками. Между спинонами существует корреляция,
которая, возможно, изменяется по степенному закону
ξs/l ∼ A/Tα , где l — постоянная квазирешетки спино-
нов, убывающая с ростом температуры. Корреляционный
радиус в области низких температур должен изменяться
по экспоненциальному закону ξs ∼ A/Tα exp(J/T). Су-
ществует минимальный размер солитона, определяемый
соотношением поверхностной и объемной магнитной
энергией, когда квазирешетка становится неустойчивой
при T/J = 0.37−0.4.

Рис. 6. Схематический образ квазирешетки синглетных пар
спинов (отрезки) и спинонов (стрелки).

Рис. 7. Статический магнитный структурный фактор Sz(Q)
для Q = π/a и L = 40 (1), 64 (2), 80 (3) в изотропном
(a) и анизотропном (∆ = 0.02, L = 40 (1), 80 (2)) (b)
случаях как функции температуры. c — нормированный стати-
ческий магнитный фактор S(Q, T)/S(Q, T = Tc), определенный
методом МС для Tc/J = 0.4 (1) и из рассеяния нейтронов
в Er2CuO4 [24] для Tc = 250 K (2), в La2CuO4 [22] для
Tc = 450 K (3).
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Рис. 8. Восприимчивость χJ/N (a) и теплоемкость C/kBN (b)
вычисленные в данной работе (1) и в [16] (2), в зависимости
от температуры.

Статический магнитный фактор, фурье компонента
Sz(Q) при Q = π/a, при T/J < 0.4 слабо ме-
няется в зависимости от температуры и от разме-
ров решетки (рис. 7, a). При T/J > 0.4 темпе-
ратурная зависимость Sz(Q) такая же как в парамаг-
нетике. В области низких температур фурье спектр
спиновой корреляционной функции можно представить
в виде суперпозиции фурье корреляционной функции
от синглетов SSN(q) ∼ A/q−(2−η) и от спинонов
SSP(k) ∼ B/

(
(k − π)2 + 1/ξ2

)
. Основной вклад в

интенсивность рассеяния нейтронов при q → π дают
синглетные пары, так как плотность спинонов мала и
вклад от них составляет ∼ WSSP(q). Производные
теплоемкости и восприимчивости по температуре в этой
области температур (рис. 8) имеют максимум, причем
dχ/dT и dC/dT справа и слева от Tc сильно отличаются.
На рис. 8 для сравнения приведены значения χ(T),
C(T) вычисленные на суперкомпьютере [16] на решетке
L = 128 × 128 и с числом МС шагов на два порядка
большим, чем в данной работе. Авторы [16] также от-
мечали нарушение соотношения ln(S(Q)ξ−2) ∼ ln(T/J)
при T/J = 0.35. Так же как в [16], при T/J < 0.4 на-
блюдается тенденция к уменьшению показателя степени
η в (2) с уменьшением температуры от η = 0.55 до 0.35
при T/J = 0.26.

Слабо анизотропные AF имеют две температуры пе-
рехода: температура Нееля, связанная с разрушением
дальнего порядка, и Tc с разрушением топологических
магнитных образований (солитонов). Размеры солитона
обратно пропорциональны величине анизотропии. По-

этому, при достижении критической величины анизотро-
пии обмена ∆ ≈ 0.05 при T/J < 0.4 образуется квази-
решетка солитонов (спинонов). Магнитный структурный
фактор S(Q) (рис. 7, b), спиновые корреляционные функ-
ции 〈Sz(0)Sz(r = 1)〉, магнитная восприимчивость слабо
зависят от температуры в интервале TN < T < Tc.

Полученные результаты хорошо объясняют экспери-
ментальные данные по намагниченности и интенсив-
ности нейтронного рассеяния в квазидвумерных соеди-
нениях Sr2CuO2Cl2 [27], La2CuO4 [23], Er2CuO4 [24].
Экспериментальные значения подрешеточной намагни-
ченности для Sr2CuO2Cl2, La2CuO4 соответственно со-
ставляют σ = 0.42µB, σ = 0.44µB. Анизотропия
обмена в этих соединениях порядка ∆ ∼ 10−4 и МС
расчеты дают σ = 0.45µB. Незначительное уменьшение
подрешоточной намагниченности, возможно, вызвано
эффектом ковалентности. Интенсивность нейтронного
рассеяния S(k = 0)(k = π − q) в этих соединениях
слабо меняется от температуры выше температуры Не-
еля до некоторой температуры Tc/TN = 1.5−2.1. Для
Er2CuO4 магнитные и резонансные исследования [25,26]
дают температуру Нееля TN = 165 K, а нейтроногра-
фические измерения TN = (250 ÷ 265) K [24]. Нор-
мированные магнитные структурные факторы экспери-
ментальные S(Q, T)/S(Q, T = 250 K) и теоретические
S(Q, T)/S(Q, T = 0.4 J) качественно согласуются в ин-
тервале (0.7÷1)T/Tc (рис. 7, c). Согласно с эксперимен-
том улучшится, если учесть анизотропию обмена, как это
сделано на рис. 7, b. Из температуры Tc можно оценить
величину обмена Er2CuO4 J ≈ 630 K. Для La2CuO4

нормированная интенсивность S(Q, T)/S(Q, T = 450 K)
хорошо согласуется с МС результатами (рис. 7, c).
По-видимому, это связано с меньшей величиной ани-
зотропии обмена, так как интервал температур между
TN и Tc с ростом анизотропии уменьшается. Величи-
на обмена для La2CuO4, оцененная из Tc составля-
ет J ≈ 1125 K, а из аппроксимации корреляционно-
го радиуса на интервале T/J = 0.26−0.46 функцией
1/ξ = 0.25T0.35/ exp(1302/T) − J ≈ 1302 K (рис. 6, c).
Независимое значение обмена можно также получить из
температуры Нееля TN = 2/ ln(11/∆), J = 1160 K.

Эти оценки обмена находятся в интервале значений
900 и 1500 K, полученных на основе разных теорети-
ческих и экспериментальных методов. Так, например,
из зависимости 1/ξ(T), определенной с использованием
нелинейной σ -модели и ренормгруппы или квантовым
методом МС, величина обмена соответственно состав-
ляет J = 1175 [4] и 1450 K [16]. Из температуры
Нееля TN = 165 K для Er2CuO4 можно оценить ве-
личину анизотропии обмена ∆ ∼ 0.003 и подреше-
точную намагниченность σ ≈ 0.56. Желательно для
этого соединения проделать более тщательные нейтро-
нографические исследования для определения величины
момента на узле. Отметим факт хорошего согласия
МС расчетов с экспериментом по ширине температур-
ной области существования синглетов и спинонов для
∆ = 0.003 (TN/Tc)

MC = 0.62 и (TN/Tc)
ex = 0.66.
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Цель работы состояла не в уточнении величины обмена,
а в исследовании проблемы температурного поведения
магнитного структурного фактора и корреляционного
радиуса. В соединении выше температуры Нееля магнит-
ную структуру можно представить в виде синглетных
пар и спинонов (солитонов), причем основной вклад
в магнитный структурный фактор дают синглеты, а в
корреляционный радиус — спиноны, плотность которых
с ростом температуры убывает по экспоненте.

Суммируя результаты работы, можно сделать следу-
ющие выводы. Дальний антиферромагнитный порядок
в основном состоянии в двухмерной изотропной моде-
ли Гейзенберга отсутствует. Зависимость подрешеточ-
ной намагниченности анизотропного антиферромагне-
тика от анизотропии обмена имеет логарифмический
вид: 1/σ = 1 + 0.13(1) ln(1/∆). В области низких
температур T/J < 0.4 магнитный статический фактор
S(Q) слабо зависит от температуры, а корреляционный
радиус меняется по экспоненте. Возможно, это связано
с существованием синглетов, дающих основной вклад в
S(Q), и температурно возбужденных спинонов, которые
обуславливают экспоненциальное поведение корреляци-
онного радиуса. Подрешеточная намагниченность, корре-
ляционный радиус, статический магнитный структурный
фактор выше температуры Нееля в Er2CuO4, La2CuO4,
Sr2CuO2Cl2 хорошо описываются 2D моделью Гейзен-
берга со спином S= 1/2.
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