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В работе на основе теории распространения акустических волн в пьезокристаллах, подвергнутых 
воздействию внешнего электрического поля, рассмотрено влияние однородного электрического 
поля Е на характеристики и условия распространения волны Лэмба в пьезоэлектрической кристал­
лической пластине.

ВВЕДЕНИЕ
Теория и характеристики распространения аку­

стических волн в кристаллических пластинах, тол­
щина которых сравнима с длиной волны, детально 
рассмотрены в работах |1, 2], результаты которых 
были использованы для создания ряда устройств 
акустоэлектроники, в частности, дисперсионных 
линий задержки сигнала, фазовращателей и т.п. 
Влияние однородных электрического поля Е и 
механического напряжения на характеристики и 
условия отражения и преломления объемных аку­
стических волн на границе раздела пьезоэлектри­
ческих кристаллов рассмотрено в |3—51 на основе 
теории распространения ОАВ в пьезокристаллах, 
подвергнутых воздействию внешнего электриче­
ского поля и механического напряжения [6]. Также 
в ряде работ [7—8] исследовано влияние однород­
ного электрического поля Е на анизотропию рас­
пространения нулевых мод акустической волны 
Лэмба в пластинках пьезоэлектрических кристал­
лов LiNb03, KNbOv Целью данной работы было 
детальное аналитическое и компьютерное исследо­
вание особенностей распространения волн Лэмба 
и поверхностно-поперечных (SH) воли в пьезо­
электриках кубической симметрии в условиях воз­
действия постоянного электрического поля.

ТЕОРИЯ РАСПРОСТРАНЕНИЯ ВОЛНЫ 
ЛЭМБА В ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ 

КРИСТАЛЛИЧЕСКОЙ ПЛАСТИНЕ 
ПРИ ВОЗДЕЙСТВИИ ОДНОРОДНОГО 

ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ПОЛЯ
В настоящей работе рассмотрено влияние од­

нородного электрического поля Е на характери­

стики и условия распространения волны Лэмба в 
пьезоэлектрической кристаллической пластине 
на основе теории распространения акустических 
волн в пьезокристаллах, подвергнутых воздей­
ствию внешнего электрического поля, подробно 
изложенной в 111.

На основе теории, развитой в [2], запишем ос­
новные уравнения, описывающие влияние элек­
трического поля Е на условия распространения 
акустических волн в пьезоэлектрической среде. В 
исходной системе координат волновые уравне­
ния для волн малой амплитуды в однородно де­
формированных ацентричных средах и уравнение 
электростатики имеют вид 111:

• •

P o U /i = T  AB.fr ^

DMM = 0.

В (1) приняты обозначения: р0 — плотность кри­
сталла в недеформированном (исходном) состоя­
нии, 0  л -  вектор динамических упругих см ете- 
ний, тл/{— тензор термодинамических напряже­
ний, DM — вектор электрической индукции. 
Знаком “тильда” здесь и далее отмечены завися­
щие от времени переменные. Запятая после ин­
декса обозначает пространственную производ­
ную, латинские координатные индексы изменя­
ются от 1 до 3. Здесь и далее подразумевается 
суммирование по дважды повторяющемуся ин­
дексу.

Для учета влияния электрического поля Е в 
пьезоэлектрическом кристалле уравнения состо­
яния для динамических компонент термодина-
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мических напряжений и электрической индук­
ции имеют соответственно вид:

^ Л В  -  ^  A B C r f \ c D  ~  e N A B & N ' >

D t f  =  e N A  в Ц А В  +  £ , \ м Ё м >

где г\лц — тензор деформаций, а эффективные 
упругие, пьезоэлектрические и диэлектрические 
константы определяются соотношениями:

С  A BKL -  Слвк/,  +  [ C abKIQR^JQR -  eJABKL)  M j E ,

* N A B  =  e N A B  +  { e N A B K L . d j K L  +  4 N J A B J  M j E ,  (3) 8 VA/ =  £?VW +  ( H N M A B & P A B  +  M pE.

Здесь E — величина напряжения однородного 
электрического поля, Mj — единичный вектор на­
правления внешнего электрического поля,
cZbkwr’ eNABKL’ "  к млн ~  нелинейные упругие, 
п ьезоэл е кгр и ч сс к и е и эле ктростр и к ц и он н ые 
константы (материальные тензоры).

Пусть в рабочей системе координат ось Х3 на­
правлена вдоль внешней нормали к поверхности 
среды, занимающей пространство Х3 < И и Х3 > 0,
а ось Х] совпадает с направлением распростране­
ния волны. В этой системе координат упругие 
смешения и электрический потенциал предста­
вим в виде плоских волн

Uc -  affixp[i(kjXj -  <at)], 
Ф = aAtxp[i(kjX j -  со/)].

(4)

Уравнения Грина—Кристоффеля при действии 
электрического поля Е на пьезокристалл запи­
шутся в виде 161:

^  вс - СЛВС/)  +  2 d JFCC AB / i ) M j E к и.

Гс4 -  елосклкп>
I С4 + 2eAFndjrcMjhkAkD,

где эффективные константы имеют вид (3).
Распространение акустических волн в пьезо­

электрической пластине толщины /?, подвергну­
той воздействию электрического поля Е, должно 
удовлетворять граничным условиям равенства 
нулю нормальных компонент тензора напряже­
ний на границах раздела кристалл-вакуум. Не­
прерывность касательных к поверхности раздела 
компонент вектора напряженности электриче­
ского поля обеспечивается условием непрерыв­
ности электрического потенциала ф, а также 
условием непрерывности нормальных компонент 
вектора индукции D:

т3* = 0 при х 3 = 0; х3 = h\ 

ф = ф^при х3 < 0; ф = ф'"'при хг > А; (6) 
D = D*'1 при х3 <0; D = D1'1* при х3 > И.

Верхний индекс “Г1 относится к полупрост­
ранству Х \> h, индекс “И” — к полупространству 
Х\ < 0. Подставляя решения (4) в уравнения (6) и 
оставляя только члены, линейные по Е, получим в 
конечном виде систему — определитель граничных 
условий для рабочей системы координат:

Л—1
хехр(/^я)Л) = 0;

X е " [ез*Л/"1а1") -  (ез*4'0 -  'So)^"1] х
п - 1

хехр|//с3(л)/г) = 0;

j^C„ {c*JkM 4 ] + e*kyk i V )  = 0;
п=1

Ъ
п=1

п 4  A/'M"’ ~ (£*а* Г  + ‘Ч)о-{4П> =  0 .

Отметим, что приведенные выражения для 
граничных условий получены из предположения 
о приложении к кристаллу однородного внешне­
го электрического напряжения без учета краевых 
эффектов. В полученных уравнениях учитывают­
ся все изменения в конфигурации анизотропной 
сплошной среды, связанные с ее статической де­
формацией, и в частности, изменения формы 
кристалла — растяжения и поворот элементарных 
линий, параллельных ребрам образца [1,6].

РАСЧЕТ ВЛИЯНИЯ
ВНЕШНЕГО ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ПОЛЯ 

НА УСЛОВИЯ РАСПРОСТРАНЕНИЯ 
АКУСТИЧЕСКИХ ВОЛН 

В ПЬЕЗОКРИСТАЛЛИЧЕСКОЙ ПЛАСТИНЕ
На основе приведенных основных дисперсион­

ных уравнений, описывающих распространение 
акустических волн в пьезоэлектрических пласти­
нах, выполним анализ изменения характеристик 
акустической волны в пьезопластине вследствие 
изменения симметрии кристалла и возникновения 
модифицированных материальных констант на 
примере кристалла германосилленита Bi,2G e02o 
(точечная группа симметрии 23) при приложении 
электрического поля Е. Рассмотрим случай при­
ложения поля и распространения акустической 
волны в направлении [100] в плоскости (001). 
Дисперсионное уравнение относительно к3 (при 
отсутствии электрического поля) для симметрич-
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Рис. 1. Дисперсионные зависимости фазовых скоростей симметричных и антисимметричных мод волны Лэмба и SH- 
волн в пластине германосилленита в направлении 1100| плоскости (001). X, -  длина сдвиговой объемной волны. На 
рис. а -  дисперсионные зависимости симметричных и антисимметричных мод волны Лэмба, б -  дисперсионные за­
висимости мод SH-волн.

ной и антисимметричной мод волны Лэмба запи­
шется в виде:

« Ж  + -  р0со2)(С£к? + ф з2 -  Росо2) -
-{CZ + C t W k ;  = 0.

( 8)
Решение уравнения (8) совместно с граничны­

ми условиями (7) позволяет получить в данном 
случае уравнения, описывающие распростране­
ние симметричной моды волны Лэмба:

th(/ft У  2) _ ft 
th(iq\h/2) qx

C f^k i 2\ пЕ 2

C\\{k

£
11

2- k l ) - C ^ l ] { c , E2(CxE2+CE44У - с }F.I!

’Cu(*2 -* 2 ) + C fr32

II -£ x ) + C ^ ,2

и антисимметричной моды волны Лэмба:

th (/ft/r/2)
th(/^, А/2)

g,(C ..(* 2 - ^ ) - С . ^ з ) ( С , 2 ( С , 2  +  с £ ) ^ 2 - С-Л(сЛ(А:2 -к ])  +  С & ,2))
^ ( С п  (* 2 -  *2) -  с ^ ( с , ф * + с ( )к 2 -  С ^ \ к 2 -  к ])+ с г Л

(9)

( 10)

аналогично уравнениям для волн Лэмба в изо­
тропной среде [10]. Здесь kL — волновой вектор
продольной объемной волны, q„ = к\п) — решения 
биквадратного дисперсионного уравнения (8). На 
рис. 1 приведены рассчитанные с помощью урав­
нений (9) и (10) дисперсионные кривые фазовых 
скоростей первых мод волн Лэмба и SH-волн за­
висимости от произведения h/X для пластины 
кристалла Bi|2GeO20 в направлении 1100] в плос­
кости (001).

Приложение электрического поля Е к кристал­
лической пластине вдоль оси второго порядка по­

нижает эффективную симметрию кубического 
кристалла до моноклинной (класс 2), индуцируя 
появление новых упругих, пьезоэлектрических и 
диэлектрических постоянных:

^15 “  ^155^14 ^134» С 35 -  С|66^14 “ ^124»

С 46 =  С 456^14 “  ^156» е \в =  ^156^14 +  #44^ О  ' )

е 13 =  /^44^14 +  £ 123-

Тензор Грина—Кристоффеля при приложении 
к кристаллической пластине электрического по­
ля Е || |010] имеет вид:
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а„, 10“10 м/В

16 И/Х, 16 АД,

Рис. 2. Коэффициенты управления для волн Лэмба (а — S  и А моды) и 5//-волн (б) в пластине в направлении [100| 
плоскости (001) германосилленита в случае приложения электрического поля вдоль Е || [010].

где

1 I
0 а22 0 

о3, 0 ах
, 0 «24 0

( 12)

+ С, 5&, + f C ,V i4 + С351 к}, (13)

a22 = C ^  + k l) + 2 C 'tM i

а,4 = 2е|4 к,кг + ехь[к\ +

«зз = с № + с №  + (С  и  +  Cf4)rf|4 + 2С3* к< к1̂ 3’

4̂4 -  -Ьп  (^i + *?) “  2S|3A:, ку
Таким образом, в данном варианте изменяются 
только уже существующие компоненты тензора 
Грима— Кристоффеля (5), вследствие чего струк­
тура волн практически не изменяется, т.е. волны 
Лэмба и SH-волны остаются “чистыми” модами. 
Однако дисперсионное уравнение в данном слу­
чае перестает быть биквадратным и вывод раз­

дельных уравнений для симметричных и анти­
симметричных мод становится невозможен. От­
метим, что именно те члены в уравнении (13), 
которые связаны с воздействием электрического 
поля, характеризуют все изменения в конфигура­
ции анизотропной сплошной среды, обусловлен­
ной статической деформацией. Отметим также, 
что эффекты, связанные с изменением геометрии 
кристалла и учтенные в выражениях (2)—(6), при­
водят к нарушению симметрии тензора Грина— 
Кристоффеля. На рис. 2 приведены рассчитан­
ные коэффициенты управляемости фазовых ско­
ростей:

а V. = — [ Щу ,(0 ) \Д £ 7 д£
(14)

Следует отметить, что значения коэффициен­
тов a v для мод нулевого порядка существенно 
меньше, чем для волн первого и последующих по­
рядков, причем как для волн Лэмба обоих типов, 
так и дня 57/-волн. Характерной особенностью 
является также различие в знаке значений a v 
(“симметричность”) для симметричных и анти­
симметричных волн Лэмба, например, S { и Аи S2 
и Л2 и  т.д., что обусловлено эффектом гибридиза­
ции акустических мод. При отсутствии внешнего 
электрического поля имеются две точки, в кото­
рых равны фазовые скорости мод 51, и Л, (S2—A2) 
(рис. 3). Эффект гибридизации, который заклю­
чается в существовании связанных мод и обмена 
энергией в условиях пространственно-временно­
го синхронизма, был отмечен авторами |11| для 
металлизированной поверхности ниобата калия.
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v, 103 м/с

6 7 8 9 10
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Рис. 3. Зависимости фазовых скоростей (а -  А х и .9,) и (б
направлении [ 100| плоскости (001) при Е || [010) и Е = 0.

При Е = 0 в дисперсионных кривых фазовых ско­
ростей существуют точки пересечения различных 
мод и взаимодействие (гибридизация) между эти­
ми модами отсутствует. Приложение электриче­
ского поля приводит к “расталкиванию” диспер­
сионных зависимостей фазовых скоростей и к 
снятию вырождения для гибридных акустических 
мод волны Лэмба (рис. 3), что, естественно, при­
водит к существенному увеличению значений ко­
эффициента a v для гибридных мод, но с разным 
знаком.

При приложении электрического поля Е || 1100), 
т.е. вдоль направления распространения волны, 
индуцируются новые материальные константы:

С|4 = С,44*/,4 - е П4; С56 = С45,//,4 -<?|56;

^2 4  =  С \ 55^14 “  ^134» е \ \  =  14^14 +  Ч \ \ \  ( 1 5 )

е35 =  ^156^14 +  ^ 4 4  > *13 =  ^134^14 +  #21-

Таким образом, тензор Грина—Кристоффеля 
принимает общий вид, т.е. не имеет нулевых ком­
понент. Как было показано ранее |4 |, действие 
электрического поля Е в данной конфигурации 
практически не оказывает влияния на значение 
фазовой скорости продольной объемной волны. 
Однако происходит снятие вырождения сдвиго­
вых волн вдоль направления [100], в невозмущен­
ном случае являющегося акустической осью, и 
последняя расщепляется на две конического типа 
с индексом Пуанкаре ±1/2, причем расщепление 
акустической оси происходит в плоскости (НО). 
Следовательно, волны Лэмба перестают быть чи­

v, 103 м /с

Л2 и 52) мод волны Лэмба в пластине германосилленита в

стыми модами, т.е. в смещениях волны присут­
ствуют колебания вдоль оси Х2. Аналогичная си­
туация возникает и с SH-волнами.

На рис. 4а представлены дисперсионные кри­
вые фазовых скоростей акустических волн и ко­
эффициентов управляемости a v в зависимости от 
произведения h/X  при приложении к пьезопла­
стине поля электрического поля Е || [ 1001. На 
рис. 46 приведены коэффициенты управляемо­
сти a v только для мод с большим значением a v, 
т.к. значения a v остальных мод на графике не раз­
личимы. Следует отметить, что наиболее значи­
мые величины a v имеют первые моды акустиче­
ских волн, причем значения a v мод А0 и 5 //0 стре­
мятся к значению a v волны Рэлея, которое в 
данном случае равно a v =  —3.17 х 10~ш м/В, в то 
время как величина a v для мод 5 # , и 50 почти 
вдвое превышает значение a v волны Рэлея.

Приложение электрического поля Е || 1100] к 
пьезопластине приводит к трансформации аку­
стических мод 50 и 57/,, т.е. при прохождении об­
ласти пространственно-временного синхронизма 
происходит плавное изменение поляризации мо­
ды и, следовательно, ее типа (рис. 4). Отличитель­
ной особенностью при Е || 1100) также является 
проявление эффекта гибридизации с увеличени­
ем h/X, в частности, для мод А0 и 5/7,, значения 
фазовых скоростей которых стремятся к скорости 
поверхностной акустической волны с увеличени­
ем h/X. Непосредственно вырождение (равенство 
значений фазовых скоростей) отсутствует. Одна­
ко приложение электрического поля Е к кристал -
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Рис. 4. Зависимости фазовых скоростей и коэффициенты управления для волны Лэмба в пластине германосилленита 
в направлении [100] плоскости (001) в случае приложения электрического поля вдоль Е || [ 100|.

v, 103 м/с
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Р и с . 5. Коэффициенты управления для волн Лэмба и 5 //-волн в пластине в направлении 1100| плоскости (001) герма­
носилленита в случае приложения внешнего электрического поля вдоль Е || 1100]: а -  А ь SH2 и .V, моды; б -  S2, S //4 и 
Л2 моды.

лической пластине приводит к связи мод А0 и SH0 
и “расталкиванию” дисперсионных зависимо­
стей, что объясняет симметрию коэффициентов 
управляемости a v этих мод.

Другой вариант проявления гибридизации на­
блюдается сразу для трех мод, в частности, мод S2,

SH4 и А1% (Ль SH2 и  £,), вырождение которых при 
Е =  0 происходит в одной точке (рис. 5). Прило­
жение электрического поля Е || [100] приводит к 
трансформации акустических мод S2 и SH4, ана­
логичной описанному выше, и к снятию вырож­
дения скоростей этих мод. Для моды Л2 измене­
ние не происходит, но в точке вырождения фазо­
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вых скоростей акустических мод происходит 
смена знака а„, т.е. значение фазовой скорости 
волны при воздействии электрического поля Е 
меньше до точки вырождения и больше после. 
Характер изменения в окрестности области ги­
бридизации всех трех мод носит экспоненциаль­
ный характер. Подобные области гибридизации 
на рис. 4 указаны вертикальными пунктирными 
линиями.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, используя приведенные в дан­
ной работе результаты, можно, если известны 
константы линейных и нелинейных электромеха­
нических свойств кристалла, детально проанали­
зировать дисперсионный характер акустических 
мод в пьезоэлектрической пластине в условиях 
приложения однородных конечных воздействий. 
Показано, что при различных вариантах прило­
жения электрического поля в одном направлении 
распространения может возникать взаимодей­
ствие мод. Характер гибридизации акустической 
волны может проявляться и как снятие вырож­
дения фазовых скоростей, так и в области про­
странственно-временного синхронизма без не­
посредственного контакта фазовых скоростей 
акустических мод. Полученные данные могут 
быть полезны для создания управляемых устройств 
и поиска практически важных эффектов.

Работа выполнена при поддержке “ Програм­
мы РФ по поддержке ведущих научных школ РФ” 
(грант Н Ш -1011.2008.2)
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