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Для ферримагнетика с геометрически фрустрированным обменом между спинами в разных маг-

нитных позициях (подсистемах) и конкуренцией между обменами в одной из подсистем аналитически

исследованы условия возникновения конических несоизмеримых структур и определены температуры

фазовых переходов в конические состояния. Численной минимизацией свободной энергии определены

типы фазовых переходов и получены фазовые диаграммы температура – обменные параметры.
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Интерес к изучению несоизмеримых магнитных

структур в последнее десятилетие в значительной

степени обусловлен магнитоэлектрическими эффек-

тами, сопровождающими этот тип магнитного упо-

рядочения [1–3]. Большой практический интерес

представляет возможность управления направлени-

ем электрической поляризации малым внешним маг-

нитным полем при комнатных температурах. Муль-

тиферроиками с соответствующими магнитоэлек-

трическими характеристиками являются ферримаг-

нетики с коническим типом несоизмеримого упоря-

дочения [2–6]. Необходимое условие управления на-

правлением ферримагнитного момента малыми маг-

нитными полями – малая величина магнитной ани-

зотропии. Формирование конического упорядочения

в таких изотропных (или почти изотропных) маг-

нетиках является частным случаем неколлинеарно-

сти, вызванной фрустрацией (конкуренцией) изо-

тропных обменов. Конкретный вид неколлинеарно-

го магнитного порядка определяется прежде все-

го пространственным распределением обменных свя-

зей в кристалле и симметрией расположения маг-

нитных ионов в рассматриваемой магнитной струк-

туре. К настоящему времени единственным деталь-

но изученным теоретически примером конического

несоизмеримого упорядочения остается случай ку-

бической шпинели AB2O4 [7, 8]. Трехконусная несо-

измеримая структура в ней определяется тремя по-

ложениями магнитных ионов A, B1 и B2, неэквива-

лентными относительно направления вектора моду-

ляции магнитной структуры k[1, 1, 0] [3, 8, 9]. В на-

стоящей работе теоретически рассматриваются ко-
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нические несоизмеримые структуры, возникающие

в изотропной модели Гейзенберга, когда магнитные

ионы находятся в двух неэквивалентных позици-

ях как кристаллографически, так и относительно

возникающих магнитных структур. Число незави-

симых переменных задачи определяется спиновой

размерностью и числом неэквивалентных позиций

(магнитных подсистем) и в рассматриваемом двух-

подсистемном случае допускает сравнительно про-

стое аналитическое решение на параметры магнит-

ной структуры. Кроме того, в рамках такой моде-

ли существует ряд решений с копланарной ориента-

цией спинов [10–12]. Это позволяет, сравнивая сво-

бодные энергии различных состояний, определить

условия существования конических решений – зна-

чения обменных взаимодействий и температуры, при

которых возможно их появление, а также опреде-

лить типы фазовых переходов между состояния-

ми.

В модели учитываются два типа фрустрирован-

ных обменов: геометрически фрустрированный об-

мен между спинами в разных подсистемах и кон-

курирующие обмены между ближайшими и вторы-

ми магнитными соседями в одной подсистеме. На-

правления фрустрированных обменных связей, опре-

деляющие направление вектора модуляции магнит-

ной структуры, в рассматриваемой модели одинако-

вы. Это обеспечивает сохранение данного направле-

ния при изменении типа несоизмеримой структуры

(рис. 1). Такая схема обменных взаимодействий реа-

лизуется в тетрагональном ферримагнетике CuB2O4

[10, 11]. Как будет показано ниже, она дает как плос-

кие, так и конические решения. Гамильтониан моде-

ли имеет вид
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Рис. 1. Схема обменных взаимодействий и ориентации

спинов в антиферромагнитном плоском геликоиде при

Jb1 > 0

H = Ja
∑

ii′

SiSi′ + Jb1
∑

jj′

SjSj′ + (1)

+ Jb2
∑

jj′′

SjSj′′ + Jab
∑

ij

SiSj , i ∈ A, j ∈ B,

zaJa > zb1|Jb1|, zb2Jb2, zabJab, zbaJab > 0,

где i и j – индексы спинов A- и B-подсистем соот-

ветственно, zab (zba) – числа магнитных соседей в

позиции B (A) для спина в позиции A (B), Ja, Jb1,

Jb2 – обмены внутри подсистем. Для межподсистем-

ного обмена Jab числа магнитных соседей zab, zba свя-

заны с числами магнитных ионов в подсистемах Na

и Nb соотношением

zab
zba

=
Nb

Na
= n.

Антиферромагнитный обмен в нефрустрированной

А-подсистеме считается доминирующим. Это поз-

воляет при рассмотрении состояний, возникающих

при температурах ниже температуры антиферро-

магнитного упорядочения TN в А-подсистеме (в

AF-фазе), использовать приближение среднего поля

(Mean Field Approximation, MFA). Рассматриваются

случаи как антиферромагнитного (Jb1 > 0), так и

ферромагнитного (Jb1 < 0) обменов между ближай-

шими магнитными соседями в В-подсистеме, дающие

различные конические решения. В MFA гамильтони-

ан аддитивен по спинам:

HMFA =
∑

i

hiSi +
∑

j

hjSj , (2)

hi =
1

2
Ja
∑

i′

Sa,i′ +
1

2
Jab
∑

j

Sb,j,

hj =
1

2
Jb1
∑

j′

Sb,j′ +
1

2
Jb2
∑

j′′

Sb,j′′ +
1

2
Jab
∑

i

Sa,i,

где Sa,i, Sb,j – вектора средних спинов в A- и B-

подсистемах соответственно. Необходимым условием

существования стационарных состояний в приближе-

нии среднего поля является коллинеарность средних

спинов соответствующим суммарным полям [13]. Это

требование эквивалентно ограничению, накладывае-

мому на эффективные поля, действующие на спины:

поперечные компоненты полей должны быть равны

нулю. В нашем случае двух неэквивалентных маг-

нитных позиций поля на спинах hi,j являются функ-

циями четырех углов ориентации спинов, θa,b и ϕa,b

(полярного и азимутального углов в локальных сфе-

рических координатах соответствующих спинов), и

двух средних значений Sa и Sb. Четыре условия кол-

линеарности и два уравнения самосогласования на

средние значения спинов в приближении среднего

поля [14] формируют полную систему нелинейных

уравнений на переменные задачи:

hθ,ϕ
a,b (θa,b, ϕa,b, Sa,b) = 0, (3)

Sa,b = −S0
a,bBS0

a,b

(

ha,bS0
a,b

T

)

, (4)

где hθ,ϕ
a,b – поперечные поля, направленные вдоль ор-

тов e
θ
i,j и e

ϕ
i,j локальных систем координат, ha,b – про-

дольные поля, BS0

a,b
(x) – функция Бриллюэна для

спинов S0
a,b. В локальных системах координат все

Sa,b > 0, а ha,b < 0. Определим безразмерные обмен-

ные параметры модели и продольные эффективные

поля, нормированные на полное обменное взаимодей-

ствие между А-спинами, а также параметр фрустра-

ции обменов между В-спинами R и нормированную

на температуру Нееля А-подсистемы температур t:

jb =
zb1Jb1
zaJa

, jab =
zabJab
zaJa

, jba =
zbaJab
zaJa

, (5)

ha,b =
ha,b

zaJa
, R =

zb2Jb2
zb1|Jb1|

, t =
T

TN

=
6T

S0
a(S

0
a + 1)zaJa

,

jab, jba, R, t ∈ {0, 1} , −1 < jb < 1.

В этих обозначениях уравнения самосогласования

(4) принимают вид

Sa,b = −S0
a,bBS0

a,b

[

6ha,bS
0
a,b

S0
a(S

0
a + 1)t

]

. (6)

Система уравнений (3) и (4) определяет все решения

с двумя неэквивалентными магнитными позициями.

Для нахождения решения с минимальной свободной

энергией:

F = −T lnZ, (7)

ZMFA = Sp exp

(

HMFA

T

)

= ZNa
a ZNb

b ,

где Za,b – одночастичные статсуммы, последняя ва-

рьируется по переменным задачи:
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δF = NaSaδha +NbSbδhb = 0. (8)

Коническими структурами, имеющими трехмер-

ную ориентацию магнитных моментов и сохраняю-

щими число неэквивалентных магнитных позиций

равным двум, являются структуры с двумя кону-

сами в подсистеме с главным нефрустрированным

обменом, расположенными симметрично относитель-

но плоскости спинов второй подсистемы (рис. 2).

При сохранении симметричного распределения про-

Рис. 2. Ориентации спинов в симметричных кониче-

ских геликоидах при Jb1 > 0 и Jb1 < 0 (a) и проекции

спинов на плоскость геликоида (b)

екций спинов подсистемы A на плоскость B-спинов

(рис. 2b) условия равенства нулю двух поперечных

компонент на спинах Sb,j и компоненты hϕ
a на спинах

Sa,i выполняются автоматически. Требование обра-

щения в нуль компоненты hθ
a накладывает дополни-

тельное ограничение на углы и средние спины:

hθ
a = cos

ϕ

2
cos θ

(

Sa sin θ cos
ϕ

2
± Sb

jab
2

)

= 0, (9)

дающее три решения:

1) cos (ϕ/2) = 0. Решение возникает для антифер-

ромагнитного обмена (Jb1 > 0) и соответствует анти-

ферромагнитному упорядочению в обеих подсисте-

мах типа “крест” [15] с основным состоянием, вырож-

денным относительно взаимной ориентации векторов

антиферромагнетизма подсистем. Это состояние яв-

ляется глобально нестабильным и при сколь угодно

малых значениях межподсистемного обмена перехо-

дит в плоскую несоизмеримую структуру [11];

2) cos θ = 0 – антиферромагнитный плоский гели-

коид (Antiferromagnetic Flat Helix, AFH) при Jb1 > 0

и плоская треугольная структура Яфета–Киттеля

[15] (YK) при Jb1 < 0;

3) симметричные конические геликоиды

(Symmetrical Conical Helix, SCH) с углами конуса

sin θ = ∓
jabSb

2Sa cos (ϕ/2)
. (10)

Верхние и нижние знаки в (9) и (10) и далее относят-

ся к случаям антиферромагнитного и ферромагнит-

ного обменов Jb1 соответственно. Для SCH-решений

продольные поля на спинах имеют вид

hSCH

a = −
Sa

2
cos2 θ+

Sa

2
sin2 θ cosϕ±

Sb

2
jab sin θ cos

ϕ

2
,

hSCH
b =

Sb

2
jb(cosϕ±R cos 2ϕ)±

Sa

2
jba sin θ cos

ϕ

2
.

(11)

Подстановка в них (10) позволяет исключить угол θ

из числа независимых переменных задачи:

hSCH
a = −

Sa

2
,

hSCH
b =

Sb

2

(

jb(cosϕ±R cos 2ϕ)−
jabjba
2

)

. (12)

В конической фазе уменьшение обменного поля на

А-спинах из-за их неколлинеарности точно компен-

сируется полем со стороны B-спинов. В результате

его величина остается равной полю при антипарал-

лельный ориентации антиферромагнитных подреше-

ток А-спинов и не зависит ни от средних значений Sb,

ни от шага геликоида ϕ. Для B-подсистемы взаимо-

действие с A-спинами сводится к дополнительному

эффективному обмену между B-спинами. Таким об-

разом, минимизация свободной энергии (8) сводится

к варьированию продольного поля hSCH

b (12) по ша-

гу геликоида, что дает стандартные выражения для

R > 1/4:

cosϕ = ∓(4R)−1. (13)

При R < 1/4, ϕ = π решения (10) при конечном Sb не

существуют. Подставляя (13) в (10) и (12), получаем

sin θ =
jabSb

Sa

(

2∓
1

2R

)

−1/2

, (14)

hSCH

b = ∓
Sb

2

[

jb

(

R+
1

8R

)

±
jabjba
2

]

. (15)

Таким образом, при выполнении порогового усло-

вия конические фазы возникают из AF-фазы с по-

явлением намагниченности на B-узлах. При даль-

нейшем понижении температуры угол конуса непре-

рывно возрастает: A-спины стремятся к B-плоскости.
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Температуру фазового перехода второго рода AF ⇒

⇒ SCH находим, линеаризуя уравнение самосогласо-

вания для Sb (6) с учетом (15):

tSCH =
S0
b (S

0
b + 1)

S0
a(S

0
a + 1)

[

±jb

(

R+
1

8R

)

+
jabjba
2

]

. (16)

Обменная энергия фрустрированных взаимодей-

ствий, приводящих к рассматриваемым несоизмери-

мым структурам, имеет разные зависимости от сред-

них значений Sa и Sb:

EAFH ∝ −ASaSb,

ESCH ∝ −BS2
b .

Разные температурные зависимости намагниченно-

сти подсистем приводят к различным температур-

ным зависимостям свободной энергии в AFH- и SCH-

состояниях. При t ≪ 1 спины Sa близки к насыще-

нию, и в случае, когда первой возникает AFH, при

дальнейшем понижении температуры более быстрое

понижение свободной энергии SCH-состояния может

привести к смене типа несоизмеримого упорядоче-

ния. Для определения типа такого фазового пере-

хода проведем численную минимизацию свободной

энергии (4) для частного случая S0
a = S0

b = 1/2 и

n = 1 с фиксированными параметрами jab = jba, jb,

R. На рис. 3 показаны температурные зависимости

Рис. 3. Температурные зависимости нормированной

свободной энергии несоизмеримых AFH- и SCH1-

состояний

свободной энергии AFH- и SCH1-состояний, норми-

рованные на число спинов Na и полный обмен между

соседними A-спинами zaJa. При tc происходит сме-

на типа несоизмеримого упорядочения, при которой

угол θ изменяется скачком до значения θc. Также

скачком меняются шаг геликоида и намагниченно-

сти подсистем. Дальнейшее понижение температуры

приводит к возрастанию угла θ, в то время как шаг

геликоида остается постоянным (см. (13)). Таким об-

разом, переход между плоской и конической несо-

измеримыми фазами является фазовым переходом

первого рода.

Фазовые диаграммы температура – обменные па-

раметры показаны на рис. 4 и 5. При больших зна-

Рис. 4. Фазовые диаграммы температура – отношение

конкурирующих обменов в B-подсистеме при фикси-

рованном антиферромагнитном (a) и ферромагнитном

(b) обмене jb и двух значениях межподсистемного об-

мена: jab = 0.25 и 0.5. P – парамагнитная фаза, в кото-

рой неупорядочены спины обеих подсистем

чениях параметра фрустрации R конкурирующих

обменов в подсистеме B конические фазы SCH1 и

SCH2 возникают при понижении температуры из ан-

тиферромагнитной фазы (AF), в которой упорядо-

чены только спины А-подсистемы, с появлением на-

магниченности В-подсистемы путем фазового пере-

хода второго рода. При малых значениях R из AF-

фазы также путем фазового перехода второго рода

возникает либо плоская несоизмеримая фаза (AFH

при jb > 0 на рис. 4a), либо треугольная струк-

тура Яфета–Киттеля (YK при jb < 0 на рис.4 b).

В первом случае дальнейшее понижение температу-

ры может приводить к фазовому переходу перво-

го рода из плоской фазы в коническую. Посколь-
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Рис. 5. Фазовая диаграмма температура – обменное

взаимодействие в B-подсистеме jb при фиксированном

отношении конкурирующих обменов R и двух значе-

ниях межподсистемного обмена: jab = 0.5 (штриховые

линии) и 0.7 (сплошные линии)

ку механизмом формирования плоской несоизмери-

мой структуры является геометрическая фрустра-

ция межподсистемного обмена и частичное снятие

вырождения в такой структуре происходит по это-

му обмену, граница между плоской и конической

SCH1-фазами зависит от величины обмена. При фер-

ромагнитном обмене (jb < 0) граница между тре-

угольной фазой Яфета–Киттеля и конической фазой

SCH2 при изменении температуры остается постоян-

ной (R = 0.25) для разных значений межподсистем-

ного обмена (рис. 4b). Коническая фаза возникает с

нулевого шага геликоида, вращение начинается во-

круг оси лежащей в плоскости треугольной структу-

ры и нормальной направлению спинов Sb (рис. 2а).

Состояния SCH1 и SCH2 разделены плоской несоиз-

меримой фазой, ширина которой определяется меж-

подсистемным обменом jab (рис. 5). При одинаковых

значениях R, задающих шаг геликоида, конические

углы этих структур различны (см. (14)), так как они

определяются углом между проекциями спинов под-

систем на геликоидальную плоскость φ/2. В длинно-

волновом пределе (R → 0.25) для конических струк-

тур SCH1 и SCH2 в выражении, определяющем ко-

нический угол θ, φ/2 → π/2 и 0 соответственно.

В рассмотренной модели при возрастании фруст-

рации обменов внутри одной подсистемы формиро-

вание трехмерной конической несоизмеримой струк-

туры происходит в результате конкуренции опти-

мальных неколлинеарностей, различных для каж-

дой парциальной подсистемы. Большой параметр R

делает энергетически выгодной большую неколли-

неарность B-спинов. Такой скос антиферромагнит-

ных подрешеток нефрустрированной A-подсистемы

в плоском геликоиде становится невыгодным относи-

тельно энергии доминирующего обмена Ja, и спины

Sa выходят из геликоидальной плоскости. Последнее

уменьшает скос между подрешетками и восстанав-

ливает исходное обменное поле на спинах подсисте-

мы. Это приводит к значительному понижению энер-

гии по сравнению со случаем плоского геликоида с

локально треугольной ориентацией спинов (гелико-

ида Яфета–Киттеля), рассмотренным ранее [12]. В

данном случае шаг геликоида является промежуточ-

ным между оптимальным, определяемым стандарт-

ным соотношением (13), и нулевым, выгодным по до-

минирующему обмену. В результате для такой несо-

измеримой структуры энергия обменных взаимодей-

ствий в обеих подсистемах повышается по сравне-

нию с коническим геликоидом. Более энергетически

выгодной плоскую несоизмеримую структуру может

сделать дополнительная магнитная анизотропия ти-

па “легкая плоскость”. При равных значениях фруст-

рированных взаимодействий трехмерная ориентация

изотропных гейзенберговских спинов является до-

полнительной возможностью понизить энергию по

сравнению с анизотропными изинговскими и XY -

спиновыми системами. Помимо анизотропии, в мо-

дели не учитывается влияние магнитострикции, иг-

рающей существенную роль прежде всего при воз-

никновении в несоизмеримых магнетиках электриче-

ской поляризации, например через обратный эффект

Дзялошинского–Мория [3, 16]. Появление этого до-

полнительного механизма несоизмеримости магнит-

ной структуры, так же как и стрикционное измене-

ние изотропных обменов, не приведет к качественно-

му изменению фазовых диаграмм и условий появле-

ния конических фаз при рассматриваемых больших

значениях фрустрированных обменов модели.
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