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Методом диаграммной техники для операторов Хаббарда для ансамбля сильно коррелированных

фермионов на треугольной решетке в рамках t−J1−J2−V -модели получено интегральное уравнение,

определяющее параметр порядка сверхпроводящей фазы ∆(p). Показано, что при учете взаимодействий

между фермионами Хаббарда в пределах двух координационных сфер точное аналитическое решение

этого уравнения для сверхпроводящей фазы с (dx2−y2 + idxy)-симметрией ∆2(p) записывается в виде

суперпозиции двух киральных базисных функций. Это приводит к инициированию новой системы но-

дальных точек комплексного ∆2(p), а при критической концентрации носителей тока xc дает бесщелевую

фазу с шестью дираковскими точками. Прохождение по x через x = xc сопровождается топологическим

квантовым переходом с изменением топологического параметра Q.
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1. Введение. Открытие сверхпроводящего пе-

рехода при температуре Tc = 5K в интеркалирован-

ном водой кобальтите натрия NaxCoO2 · yH2O для

x ≃ 0.3 [1] вызвало значительный интерес к исследо-

ванию свойств нового класса слоистых материалов

с треугольной решеткой. Прежде всего возник во-

прос о природе сверхпроводящего спаривания. Дан-

ные по скорости спин-решеточной релаксации при

T = Tc свидетельствовали о анизотропном сверхпро-

водящем параметре порядка (СПП) и нетрадицион-

ной природе сверхпроводящего спаривания [2]. Ана-

логичные результаты давали мюонный метод иссле-

дования [3] и измерения удельной теплоемкости [4].

После этого остро встал вопрос о симметрии СПП.

Исследования на высококачественных монокристал-

лах NaxCoO2 · yH2O [5] показали падение спинового

вклада в сдвиг Найта при понижении температуры

ниже Tc и дали основание для утверждения о реа-

лизации в них спин-синглетной сверхпроводимости.

При этом был сделан дополнительный вывод о при-

сутствии антиферромагнитных корреляций.

Значительный интерес к фермионным системам

на треугольной решетке связан еще и с возможно-

стью реализации в них фазы с киральным (dx2−y2 +

+ idxy)-типом симметрии СПП. Такое сверхпроводя-
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щее состояние с нарушенной по времени симметри-

ей для t−J-модели рассматривалось ранее в рамках

среднеполевого описания состояния резонирующих

валентных связей [6, 7], изучалось на основе вари-

ационного подхода для приближения Гутцвиллера

[8], а также обсуждалось в рамках слейв-бозонного

представления [9]. В этих работах использовалось

предположение, согласно которому взаимодействие

между фермионами реализуется только в пределах

первой координационной сферы. Тогда нодальные

точки кирального параметра ∆2(p) располагаются

только в центре зоны Бриллюэна и на ее границах.

Поэтому киральная d + id сверхпроводящая фаза

остается щелевой при всех допустимых уровнях до-

пирования. Это не соответствует данным по ЯМР-

экспериментам [2].

Выход из возникшего противоречия был предло-

жен в работе [10]. В ней отмечалось, что в случае

спариваний только таких электронов, которые на-

ходятся на узлах, являющихся следующими за бли-

жайшими соседями, нодальные точки комплексно-

го параметра порядка ∆2(p) располагаются внутри

зоны Бриллюэна. Этот важный результат означал,

что при определенной концентрации электронов, ко-

гда поверхность Ферми нормального состояния пере-

секает множество нулей ∆2(p), спектр фермиевских

возбуждений в сверхпроводящей фазе характеризу-

Письма в ЖЭТФ том 102 вып. 5 – 6 2015 399



400 В. В. Вальков, Т. А. Валькова, В. А. Мицкан

ется шестью дираковскими точками. При этом сверх-

проводящая фаза становится бесщелевой, что согла-

суется с экспериментальными результатами [2].

Важность вывода о наличии в сверхпроводящей

фазе дираковских точек связана также с активиза-

цией исследований по изучению возможности наблю-

дения майорановских фермионов в спин-синглетных

сверхпроводниках с нодальным спектром [11].

В связи с этим следует отметить, что реализа-

ция нодальных точек ∆2(p) внутри зоны Бриллю-

эна на основе учета спаривания строго для второй

координационной сферы представляется достаточно

искусственной. Действительно, маловероятна ситуа-

ция, когда реализуется спаривательное взаимодей-

ствие только для второй координационной сферы,

тогда как аналогичное взаимодействие для ближай-

ших соседей отсутствует. Если же в системе присут-

ствуют взаимодействия и в первой, и во второй коор-

динационных сферах, то сверхпроводящая фаза, для

которой параметр ∆2(p) определяется только на ос-

нове базисной функции для второй координационной

сферы, не удовлетворяет необходимым условиям са-

мосогласования. В этом заключается основная про-

блема. В данной работе предлагается ее решение в

рамках t−J1−J2−V -модели для треугольной решет-

ки, учитывающей обменное взаимодействие между

соседями в пределах двух координационных сфер, а

также зарядовые флуктуации для ближайших ионов.

2. Гамильтониан и функции Грина атом-

ного представления. Будем описывать ансамбль

фермионов Хаббарда на основе t−J1−J2−V -модели:

H =
∑

fσ

(ε− µ)Xσσ
f +

∑

f

(2ε+ U − 2µ)X22
f +

+
∑

fmσ

tfmX2σ̄
f X σ̄2

m +
∑

fmσ

Jfm(X↑↓

f X↓↑
m −X↑↑

f X↓↓
m ) +

+
1

2

∑

fδ

V (n̂f − 〈n̂f 〉) · (n̂f+δ − 〈n̂f+δ〉). (1)

Слагаемые верхней строки гамильтониана описыва-

ют с помощью операторов Хаббарда [12, 13] одно-

и двухэлектронные состояния на узлах треугольной

решетки в атомном представлении. Здесь ε – энер-

гия одноэлектронного состояния, µ – химпотенци-

ал ансамбля, U – энергия хаббардовского отталки-

вания. Недиагональные операторы Хаббарда описы-

вают процессы переходов между одноузельными со-

стояниями. При этом третий член гамильтониана со-

ответствует процессу, когда на узле с номером m

реализуется переход из состояния с двумя электро-

нами в одноэлектронное состояние с проекцией спи-

на σ̄ (уничтожается электрон с проекцией спина σ),

а на узле с номером f реализуется обратный про-

цесс рождения электрона с той же проекцией спи-

на, сопровождающийся переходом из одноэлектрон-

ного состояния |σ̄〉 в состояние с двумя электронами

|2〉. Амплитуда вероятности такого перескока элек-

трона определяется параметром tfm. Четвертое сла-

гаемое гамильтониана соответствует обменному вза-

имодействию t−J-модели в представлении операто-

ров Хаббарда [14]. Здесь Jfm – интеграл обменной

связи ионов, находящихся в одноэлектронных состо-

яниях в узлах f и m. Последнее слагаемое гамильто-

ниана отражает наличие в системе зарядовых флук-

туаций, обусловленных кулоновским отталкиванием

электронов, находящихся на ближайших узлах (δ –

вектор ближайших соседей). Здесь V – параметр, от-

ражающий интенсивность таких корреляций. Опера-

тор числа электронов на узле f определяется выра-

жением n̂f = X↑↑

f +X↓↓

f + 2X22
f .

Для описания сверхпроводящей фазы воспользу-

емся диаграммной техникой для операторов Хаббар-

да [13]. Введем нормальные и аномальные мацуба-

ровские функции Грина в атомном представлении:

Dα,β(fτ,mτ ′) = −〈TτX
α
f (τ)X

β
m(τ ′)〉 =

=
T

N

∑

p,ωn

exp{ip(f −m)− iωn(τ − τ ′)}Dα,β(p, iωn).

Для сокращения записи составим матричную функ-

цию Грина:

D̂(p, iωn) =

(

D↓2,↓2(p, iωn) D↓2,2↑(p, iωn)

D2↑,↓2(p, iωn) D2↑,2↑(p, iωn)

)

,

и учтем, что эта функция связана с функцией

Ĝ(p, iωn) и силовым оператором P̂ (p, iωn) соотноше-

нием D̂(p, iωn) = Ĝ(p, ωn) · P̂ (p, iωn) [13, 15].

Запишем в графической форме уравнение Дайсо-

на для функции Ĝ(p, iωn) (рис. 1).

Рис. 1. Графическая форма уравнения Дайсона для

фермионов Хаббарда. Двойная линия соответству-

ет коллективизированной функции Грина в атомном

представлении

После сопоставления графическим элементам

аналитических выражений получим

Ĝ =
1

det(p, iωn)

(

iωn + ξp +Σ ∆(p, iωn)
∗

∆(p, iωn) iωn − ξp − Σ

)

,

где

det(p, iωn) = (iωn−ξp−Σ)(iωn+ξp+Σ)−|∆(p, iωn)|2.
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Здесь принято во внимание, что матрица массового

оператора определена следующим образом:

Σ̂(p, iωn) =

(

Σ(p, iωn) ∆(p, iωn)
∗

∆(p, iωn) Σ(p, iωn)

)

,

а две тонкие линии соответствуют коллективной

функции фермионов Хаббарда в беспетлевом при-

ближении:

Ĝ(0)(p, iωn) =

(

1/(iωn − ξp) 0

0 1/(iωn + ξp)

)

,

где ξp = ε + N2σtp − µ-спектр хаббардовских фер-

мионов, N2σ = N2 + Nσ – хорошо известная ренор-

мировка Хаббарда, N2 и Nσ числа заполнения одно-

узельных состояний с двумя и с одним электроном с

проекцией спина σ соответственно.

3. Уравнение самосогласования для СПП.

Учитывая, что в дальнейшем мы ограничимся изу-

чением свойств сверхпроводящей фазы с (d + id)-

симметрией СПП, рассмотрим только такие вкла-

ды в массовый оператор, которые инициируют эту

фазу. Соответственно не будем приводить графики,

дающие вклад в аномальные компоненты массового

оператора, связанный с кинематическим взаимодей-

ствием фермионов Хаббарда [13]. Тогда в среднепо-

левом приближении аномальные компоненты массо-

вого оператора будут определятся тремя графиками.

Два верхних графика на рис. 2 задают вклад в ано-

Рис. 2. Однопетлевые диаграммы для массового опера-

тора

мальный массовый оператор обменного взаимодей-

ствия (волнистая линия), а нижний график связан

с учетом кулоновского взаимодействия (штриховая

линия). Индексы у линий функций Грина задают

корневые векторы [12]. Из сопоставления этим ри-

сункам аналитических выражений получим

∆(p) =

=
T

N

∑

q,ωm

{Jp−q[G↑2,2↓(q, iωm)−G↓2,2↑(q, iωm)] +

+ Vp−qG↓2,2↑(q, iωm)}. (2)

Используя выражение для матричной функции Гри-

на Ĝ(p, iωm), после проведения суммирования по ма-

цубаровским частотам и учета свойств функций Гри-

на находим уравнение самосогласования для сверх-

проводящего параметра порядка:

∆(p) =
1

N

∑

q

(Jp+q + Jp−q − Vp−q)×

×∆(q)
th(Eq/2T )

2Eq

,

где Eq =
√

ξ2q + |∆(q)|2 – спектр возбуждений в

сверхпроводящей фазе.

4. Киральная d + id сверхпроводящая фа-

за. Для треугольной решетки слагаемые ядра инте-

грального уравнения имеют вид

Jq = 2J1

[

cos(qy) + 2 cos

(√
3qx
2

)

cos
(qy
2

)

]

+

+ 2J2

[

cos
(√

3qx

)

+ 2 cos

(√
3qx
2

)

cos

(

3qy
2

)

]

, (3)

Vq = 2V

[

cos(qy) + 2 cos

(√
3qx
2

)

cos
(qy
2

)

]

.

Нетрудно убедиться в том, что решение уравнения

для сверхпроводящей щели с (d+ id)-типом симмет-

рии (орбитальный момент l = 2) может быть записа-

но в виде суперпозиции:

∆2 (q) = 2∆0
21ϕ21 (q) + 2∆0

22ϕ22 (q) , (4)

где киральные базисные функции

ϕ21 (q) = cos qy − cos

(√
3qx
2

)

cos
(qy
2

)

+

+ i
√
3 sin

(√
3qx
2

)

sin
(qy
2

)

, (5)

ϕ22 (q) = cos
√
3qx − cos

(√
3qx
2

)

cos

(

3qy
2

)

−

− i
√
3 sin

(√
3qx
2

)

sin

(

3qy
2

)

соответствуют первой и второй координационным

сферам [10].

Подстановка (4) в уравнение для сверхпроводя-

щей щели приводит к системе двух алгебраических

уравнений для амплитуд:

(1−A11)∆
0
21 −A12∆

0
22 = 0, (6)

−A21∆
0
21 + (1−A22)∆

0
22 = 0.
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Входящие в эти уравнения функции Aij определяют-

ся выражениями

A11 = (2J1 − V )
1

N

∑

q

cos

(√
3

2
qx +

1

2
qy

)

×

×
[

cos

(√
3

2
qx +

1

2
qy

)

− cos qy

]

Lq,

A12 = (2J1 − V )
1

N

∑

q

cos

(√
3

2
qx +

1

2
qy

)

×

×
[

cos

(√
3

2
qx − 3

2
qy

)

− cos
√
3qx

]

Lq, (7)

A22 = 2J2
1

N

∑

q

cos
(√

3qx

)

×

×
[

cos
(√

3qx

)

− cos

(√
3

2
qx +

3

2
qy

)]

Lq,

A21 = 2J2
1

N

∑

q

cos
(√

3qx

)

×

×
[

cos qy − cos

(√
3

2
qx +

1

2
qy

)]

Lq,

где Lq = th (Eq/2T ) /Eq.

Система (6) описывает температурную зависи-

мость ∆2(q). Температура упорядочения Tc опреде-

ляется из существования при ∆2(q) = 0 нетривиаль-

ного решения уравнения

(1−A11) (1−A22)−A12A21 = 0. (8)

На рис. 3 продемонстрировано влияние кулоновских

Рис. 3. Зависимости критической температуры перехо-

да в СП-фазу от концентрации электронов. Сплошная

линия – V = 0, штриховая – V = 0.3

корреляций на концентрационную зависимость кри-

тической температуры перехода в сверхпроводящую

фазу с киральной (d + id)-симметрией. Учет куло-

новского взаимодействия приводит к относительно-

му возрастанию вклада второй базисной функции. За

счет этого переход в сверхпроводящую фазу сохраня-

ется, несмотря на подавление тенденции, к куперов-

скому спариванию, обусловленной только обменным

взаимодействием из первой координационной сферы.

5. Влияние кулоновских корреляций на

эволюцию нодальных точек. Важность учета ку-

лоновских корреляций связана, в частности, с допол-

нительной возможностью индуцирования квантово-

го топологического перехода при нарастании чис-

ла носителей тока. Как известно, изменение топо-

логических свойств сверхпроводящей фазы с ком-

плексным параметром порядка ∆2(q) = Re∆2(q) +

+ iIm∆2(q) происходит в том случае, когда поверх-

ность Ферми пересекает нодальные точки ∆2(q). На-

личие у ∆2(q) реальной и мнимой частей затрудня-

ет выполнение этого условия. Как показано в [10],

при наличии только одной базисной функции, соот-

ветствующей второй координационной сфере, нули

∆2(q) располагаются внутри зоны Бриллюэна.

При учете взаимодействий из двух координаци-

онных сфер ситуация может качественно изменить-

ся, поскольку при двух базисных функциях поло-

жение нулей зависит от отношения амплитуд ∆0
21 и

∆0
22 комплексного параметра ∆2(q) = 2∆0

21φ21(q) +

+ 2∆0
22φ22(q). В этом случае могут исчезнуть “ста-

рые” нули и появиться новые, положение которых

окажется существенно зависящим от параметров си-

стемы. Такая ситуация продемонстрирована ниже.

На рис. 4 показано расположение нодальных то-

чек ∆2(q) в зоне Бриллюэна и контура Ферми для

Рис. 4. (Цветной онлайн) Нодальные точки ∆2(q) и кон-

тур Ферми без учета межузельных корреляций. При

увеличении концентрации фермионов Хаббарда систе-

ма нодальных точек движется быстрее, чем контур

Ферми, и квантового топологического перехода не про-

исходит. Параметры (в единицах |t1|): J1 = 0.3, J2 =

0.2, t2 = t3 = 0
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двух значений концентрации электронов n в случае,

когда межузельное кулоновское взаимодействие не

учитывается. При увеличении n происходит изме-

нение отношения ∆0
21/∆

0
22. Это вызывает смещение

нодальных точек к центру зоны Бриллюэна, более

сильное, чем смещение контура Ферми. В результа-

те изменение концентрации фермионов в данном ре-

жиме не будет сопровождаться квантовым тополо-

гическим переходом. В этом заключается одна из су-

щественных особенностей, связанная с суперпозици-

онным характером кирального параметра порядка.

Напомним, что в случае, когда ∆2(q) = 2∆0
22φ22(q),

нодальные точки не двигаются и при возрастании n

контур Ферми пересекает эти точки, что сопровож-

дается квантовым топологическим переходом.

При учете кулоновских корреляций ситуация мо-

жет значительно измениться. В частности, существу-

ет область параметров (V ∼ J1), для которой вза-

имная динамика нодальных точек и контура Фер-

ми меняется качественно (см. рис. 5). В этом слу-

Рис. 5. (Цветной онлайн) Нодальные точки ∆2(q) и кон-

тур Ферми при учете межузельных корреляций. При

изменении концентрации фермионов Хаббарда контур

Ферми движется быстрее, чем смещаются нодальные

точки. В сверхпроводнике реализуется квантовый то-

пологический переход. Параметры (в единицах |t1|):

J1 = 0.3, J2 = 0.2, t2 = t3 = 0

чае нодальные точки смещаются относительно мед-

ленно и контур Ферми успевает их “догнать”. При

критической концентрации система нодальных то-

чек ∆2(q) располагается на контуре Ферми. Таким

образом, учет кулоновских корреляций между фер-

мионами Хаббарда из первой координационной сфе-

ры не просто подавляет тенденцию к спариванию.

Модифицируя парциальные амплитуды ∆0
21φ21(q) и

∆0
22φ22(q), он может существенно повлиять на дина-

мику нодальных точек и тем самым инициировать

топологический квантовый переход в сверхпроводя-

щем состоянии.

В том случае, когда V ≫ J1, система нодаль-

ных точек становится близкой системе, определяе-

мой только второй базисной функцией. При этом

концентрационное поведение системы соответствует

сценарию, описанному в [10], а увеличение кулонов-

ского взаимодействия проявляется лишь в уменьше-

нии температуры сверхпроводящего спаривания.

6. Квантовый топологический переход в

сверхпроводящей фазе с суперпозиционным

киральным d + id параметром порядка. Ком-

плексный характер кирального dx2−y2 + idxy СПП

∆2(q) проявляется в топологических особенностях

сверхпроводящей фазы. Введение единичного векто-

ра m = {mx,my,mz} [16] с компонентами

mx =
Re∆2(q)

Eq

, my =
−Im∆2(q)

Eq

, mz =
ξq
Eq

позволяет установить соответствие между точками

зоны Бриллюэна и точками единичной сферы. Тогда

движению по зоне Бриллюэна сопоставляется дви-

жение по точкам единичной сферы. Для идентифи-

кации различных классов таких траекторий вводит-

ся топологический индекс [10]

Q =
1

8π

∑

∆

m1 · [m2 ×m3],

где суммирование проводится по всем треугольным

плакетам, а вектора m1, m2, m3 вычисляются в вер-

шинах таких плакетов. Значение Q отражает топо-

логическую структуру сверхпроводящей фазы. Оно

связано с расположением нодальных точек ∆2(q).

Если при изменении концентрации происходит пе-

ресечение контуром Ферми нормальной фазы но-

дальных точек, то реализуется топологический кван-

товый переход. В нашем случае, когда ∆2(q) =

2∆0
21φ21(q)+2∆0

22φ22(q), кулоновское взаимодействие

может инициировать такой переход. Из рис. 4 видно,

что без учета кулоновского взаимодействия увеличе-

ние концентрации носителей тока не сопровождается

изменением топологического параметра Q = −2. Ес-

ли же кулоновское взаимодействие учтено, то (как

видно из рис. 5) при критической концентрации про-

исходит пересечение контуром Ферми нормальной

фазы системы нодальных точек ∆2(q) и топологиче-

ский квантовый переход имеет место. При критиче-

ской концентрации топологический параметр меняет

свое значение от Q = −2 до +4.

7. Заключение. Основные результаты работы

сводятся к следующему.

1. Методом диаграммной техники для операто-

ров Хаббарда при учете взаимодействий электронов

в пределах двух координационных сфер треугольной
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решетки получено интегральное уравнение для пара-

метра порядка сверхпроводящей фазы.

2. Показано, что точное решение этого уравнения

в (d + id)-канале определяется линейной суперпози-

цией двух киральных базисных функций, ϕ21(q) и

ϕ22(q): ∆2(q) = 2∆
(0)
21 ϕ21(q) + 2∆

(0)
22 ϕ22(q).

3. Для системы фермионов Хаббарда, взаимодей-

ствующих на ближайших и следующих за ближай-

шими узлах, возникновение системы нодальных то-

чек кирального параметра порядка ∆2(q) может осу-

ществляться по двум качественно различным сцена-

риям.

В первом варианте система нодальных точек {qα}

определяется только первой (второй) киральной ба-

зисной функцией и лишь незначительно смещает-

ся за счет подключения второй (первой) базисной

функции. Так, например, происходит, если при за-

данном взаимодействии для вторых соседей начина-

ет учитываться взаимодействие между ближайши-

ми фермионами. Если спаривательный характер та-

кого взаимодействия значительно ослаблен кулонов-

ским отталкиванием электронов из ближайшей сфе-

ры, то амплитуда ∆
(0)
21 может оказаться малой вели-

чиной и нодальные точки параметра порядка ∆2(q)

будут близки к нодальным точкам базисной функ-

ции ϕ22(q). Именно этот случай был отмечен в работе

[10].

Качественно иной сценарий возникновения но-

дальных точек {qα} кирального параметра поряд-

ка ∆2(q) реализуется в случае, когда в точках {qα}

базисные функции ϕ21(qα) и ϕ22(qα) не обраща-

ются в нуль, а имеют значение порядка единицы.

При этом новая система нодальных точек возникает

как результат суперпозиции: ∆2(q) = 2∆
(0)
21 ϕ21(q) +

+ 2∆
(0)
22 ϕ22(q), когда ненулевое значение ∆

(0)
21 ϕ21(qα)

компенсируется ненулевым значением ∆
(0)
22 ϕ22(qα).

Существенно, что получаемая таким образом систе-

ма нодальных точек {qα} сильно зависит от отноше-

ния амплитуд ∆
(0)
21 и ∆

(0)
22 . Поскольку эти величины

находятся из решения уравнений самосогласования,

расположение {qα} в зоне Бриллюэна будет сильно

модифицироваться при изменении параметров вза-

имодействия, концентрации фермионов Хаббарда, а

также, в общем случае, и температуры. Из сказанно-

го следует, что новая система нодальных точек {qα}

будет проявлять сильную динамику (в первом сцена-

рии нодальные точки практически неподвижны) при

изменении, например, концентрации фермионов Хаб-

барда. Такое поведение продемонстрировано пред-

ставленными выше рисунками, которые иллюстри-

руют отмеченную динамическую особенность.

4. При изменении концентрации в точке x = xc,

когда контур Ферми пересекает новую систему но-

дальных точек {qα}, в сверхпроводнике реализуется

топологический квантовый переход с изменением то-

пологического параметра Q от −2 до +4.

5. Установленные особенности концентрационной

зависимости новой системы нодальных точек явля-

ются существенными при нахождении условий ре-

ализации майорановских фермионов. Расположение

при некоторой критической концентрации xc нодаль-

ных точек кирального параметра порядка на поверх-

ности Ферми нормальной фазы приводит к бесще-

левой сверхпроводящей фазе. При этом спектр фер-

миевских возбуждений имеет шесть дираковских то-

чек, наличие которых, как известно, служит исход-

ным пунктом при нахождении фермионов Майораны

[11].
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