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Достигнутые в последние годы успехи в разработке и 
создании сред с отрицательным показателем преломле-
ния (NIM – negative index metamaterials) в СВЧ [1] и опти-
ческом [2, 3] диапазонах частот электромагнитного излу-
чения возродили интерес к процессам параметрического 
взаимодействия встречных волн. Предсказанное в рабо-
те [4] аномально большое усиление в процессе парамет-
рического распада волны накачки с участием встречных 
волн открывает широкие перспективы практического ис-
пользования этого явления для создания безрезонаторно-
го параметрического генератора света [5, 6], усилителей 
и генераторов оптического и СВЧ диапазонов электро-
магнитного излучения. Однако реализовать эти возмож-
ности в средах с положительной дисперсией эксперимен-
тально до сих пор не удалось из-за необходимости одно-
временного выполнения условий фазового синхронизма 
и встречного распространения взаимодействующих волн. 
Режим параметрического взаимодействия встречных волн 
наиболее естественно может реализовываться в NIM, если 
для одной из усиливаемых волн нелинейная среда – это 
NIM, в которой направления волнового вектора и вектора 
Пойнтинга противоположны. Это позволяет одновремен-
но выполнить условия фазового синхронизма и наличия 
встречной волны [7, 8]. В работах [9 – 11] рассматривался 
процесс комбинационного рассеяния света в кристаллах, 
являющийся аналогом параметрических процессов в NIM. 
При импульсной накачке были замечены существенные раз-
личия зависящих от времени процессов усиления встреч-
ных и попутных волн. Цель настоящей работы – числен-
ный сравнительный анализ переходных параметрических 

процессов для попутных и встречных волн и поиск коли-
чественных закономерностей этих процессов.

Рассмотрим взаимодействие распространяющихся 
вдоль оси z в среде длиной L, обладающей квадратич-
ной нелинейностью, трех волн, напряженность электри-
ческого поля которых Ej (z, t) = Aj (z, t) exp[i(wj t – kj z)], где 
Aj (z, t) – комплексные амплитуды; wj – частоты; kj – вол-
новые числа; t – время. При этом выполняются условия 
для частот (w3 = w1 + w2) и волновых чисел (k3 = k1 + k2). 
Система уравнений в приближениях медленно меняющих-
ся амплитуд и заданной накачки (A3 >> A1, A2) имеет сле-
дующий вид [8, 9, 12]:
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где aj – нормированная амплитуда, связанная с амплиту-
дой поля Aj выражением aj = /( )j j j
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# m m e e w w  – параметр усиления; c(2) – квадратич-
ная нелинейная восприимчивость среды; e1, e2 и m1, m2 – 
диэлектрические и магнитные проницаемости среды для 
волн на частотах w1 и w2 соответственно.

Будем рассматривать зависимость решения системы (1) 
от времени a2(z = L, t) на выходе из среды в режиме вклю-
чения (полубесконечный импульс накачки, фронт ко-
торого перемещается со скоростью u3). Пусть a3 = a30  ́  

{1 – tanh[(z/u3 – t)/tf ] }/2, где a30 – максимальное значение 
нормированной амплитуды волны накачки; tf – крутизна 
фронта, которая в расчетах берется равной 0.05L/u3. Тогда 
для случая попутных волн (рис.1,а) граничные условия за-
даются следующим образом: a1(z = 0) = 0, a2(z = 0) = u. 
Здесь u – малая величина, в расчетах принимаемая рав-
ной 10–4a30. В случае встречных волн (рис.1,б) условия фа-
зового синхронизма выполняются благодаря противопо-
ложной направленности волнового вектора k1 и век тора 
Пойнтинга S1, характерной для NIM. Этот случай может 
быть описан системой (1), если поменять знак правой ча-
сти первого уравнения [8, 9], при этом необходимо учесть, 
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что групповая скорость входит в это уравнение с отрица-
тельным знаком. Тогда граничные условия для встречных 
волн запишутся в виде a1(z = L) = 0 и a2(z = 0) = u.

Решения стационарной задачи хорошо известны: 
a2(z = L) µ exp(gL) в случае попутных волн и a2(z = L) µ 
[cos(gL)]–1 в случае встречных волн [4, 5]. Как видно из 
этих решений, для встречных волн рост амплитуды в за-
висимости от величины gL быстрее экспоненциального 
и эта зависимость испытывает разрыв при gL ® p/2.

Решение системы (1) было получено методами чис-
ленного моделирования с использованием программного 
пакета MATLAB. На вставке к рис.2 показано решение 
a2(z = L, t) нестационарной задачи для случаев попутных 
(штриховая линия) и встречных (пунктирная линия) волн 
при |u1| = |u2| = |u3| = u и gL = 0.984 p/2. Хорошо видно, 
что время установления стационарного процесса в случае 
попутных волн примерно равно L /u и не превышает вре-
мени, за которое фронт импульса накачки проходит че-
рез среду с учетом его крутизны tf. В случае же встречных 
волн амплитуда продолжает расти при t > L/u. Из рис.2 
видно, что взаимодействие встречных волн характеризу-
ется аномально большой продолжительностью переход-
ного процесса, зависящей от gL. Для демонстрации пре-
имуществ усиления встречных волн показана временная 
зависимость a2 (с увеличением в 10 раз) для случая попут-
ных волн. Отметим, что качественно аналогичные резуль-
таты получаются при различных граничных условиях для 
a2 и при |u1| ¹ |u2| ¹ |u3|.

Рассматриваемые зависимости были аппроксимированы 
кривой вида a2(z = L, t)/a30 = (a2/a30)max{1 – exp[(t – tc)/t]}, 
которая хорошо согласуется с данными, полученными при 
численном моделировании (рис.2). Отклонения от аппрок-
симирующей зависимости становятся несущественными 

к моменту времени t = 2L/u, равному сумме времен про-
хождения фронтов волны накачки и встречной волны че-
рез среду. Из рис.2 видно, что постоянная времени пере-
ходного процесса t растет при приближении gL к p/2, так 
же как и a2(z = L, t). Зависимость постоянной времени t 
от gL приведена на рис.3, на котором точками показаны 
рассчитанные значения t при различных значениях gL, а 
сплошная линия аппроксимирует эту зависимость функ-
цией, пропорциональной 1/cos(gL) и имеющей точку раз-
рыва при gL = p/2.

Таким образом, в работе впервые показано резкое раз-
личие переходных процессов при параметрическом взаи-
модействии встречных и попутных волн. Длительность 
переходного процесса для попутных волн равна времени 
прохождения фронта волны накачки через среду. Пере-
ходный процесс в случае встречных волн описывается 
хоро шо известной в импульсной технике зависимостью 
a2(z = L, t) µ [1 – exp(t/t)] и соответствует переходному 
процессу, протекающему в системах с обратной связью 
[13] (например, при прохождении через резонатор импуль-
са излучения на резонансной частоте). При этом роль до-
бротности резонанса играет величина gL, а длительность 
переходного процесса значительно превышает величину 
L/u. Отмечен ные различия связаны с существованием 
распределенной обратной связи и, следовательно, с 
пространственно-вре менной нелокальностью отклика 
при параметрическом взаимодействии встречных волн. 

Работа выполнена в СФУ в рамках госзадания Мин-
обрнауки России на 2014 – 2016 гг. (проекты № 2014/71, 
2014/K и 3470).
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Рис.2. Зависимости a2(z = L)/a30 от нормированного времени t/(L/u) 
для попутных (1) и встречных (2 – 6) волн при gL = 0.984 p/2 (1, 2), 
0.987 p/2 (3), 0.990 p/2 (4), 0.993 p/2 (5) и 0.996 p/2 (6). Сплошная ли-
ния на вставке – аппроксимация.

Рис.3. Рассчитанная зависимость t/(L/u) от gL (точки). Сплошная 
кривая – аппроксимация.

Рис.1. Взаимная ориентация волновых векторов kj и векторов 
Пойн тинга Sj для попутных (а) и встречных (б) взаимодействую-
щих волн.


