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ИССЛЕДОВАНИЕ АНОМАЛИЙ ЭЛЕКТРОННОЙ ДИСПЕРСИИ В МОДЕЛИ 

ХАББАРДА, t–J- И t–J*-МОДЕЛИ В РАМКАХ КЛАСТЕРНОЙ ТЕОРИИ 
ВОЗМУЩЕНИЙ В ПРЕДСТАВЛЕНИИ Х-ОПЕРАТОРОВ * 

 
В рамках кластерной теории возмущений в представлении Х-операторов Хаббарда рассчитана энергетическая 

структура электронов в модели Хаббарда, t–J- и t–J*-модели с учетом уширения спектральных линий, соответст-
вующего экспериментам по фотоэмиссионной спектроскопии с угловым разрешением. При энергиях порядка 
интеграла перескока t в полученных спектрах наблюдаются аномалии, схожие с высокоэнергетическими кинками, 
наблюдаемыми в экспериментах по фотоэмиссионной спектроскопии с угловым разрешением. Исследовано пове-
дение высокоэнергетических аномалий электронной дисперсии при изменениях величины допирования и пара-
метра кулоновского отталкивания. Проанализировано влияние трехцентровых коррелированных перескоков  
на результаты расчета. 

Ключевые слова: высокотемпературная сверхпроводимость, электронная структура купратов, высокоэнерге-
тические кинки, кластерные теории, модель Хаббарда, t–J-модель. 

 
 
 
Введение 
 
Метод фотоэмиссионной спектроскопии 

с угловым разрешением (ARPES) [1] позволя-
ет экспериментально получить распределение 
спектральной интенсивности электронных 
состояний в первой зоне Бриллюэна и восста-
новить одночастичную спектральную функ-
цию ( , ).A k   В частности, данная методика 
позволила подробно исследовать низкоэнер-
гетическую область (порядка 0,1 эВ ниже 
уровня Ферми) электронной структуры вы-
сокотемпературных сверхпроводников [1–2]. 

В последние годы развитие эксперимен-
тальной техники позволило расширить диа-
пазон доступных в ARPES энергий до вели-
чин порядка 1 эВ [3]. ARPES эксперименты 
показали наличие так называемых высоко-
энергетических кинков (далее, для кратко-
сти, HEK – high energy kink) в дисперсии 
купратных сверхпроводников (для примера 
см. рис. 1) как дырочного, так и электронно-
го типа в широком диапазоне допирования 
[3–7]. 

Однозначного мнения по поводу приро-
ды HEK на данный момент не существует.  
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Тем не менее значительной для формирова-
ния таких аномалий представляется роль 
сильных электронных корреляций. В част-
ности, учет сильных электронных корреля-
ций в рамках однозонной модели Хаббарда 
позволяет наблюдать в дисперсии квазича-
стиц основные черты, присущие HEK [3;  
7–8]. 

В ряде теоретических работ [9–11] изу-
чение высокоэнергетических аномалий в 
дисперсии квазичастиц проводилось в рам-
ках t–J-модели. Эта модель является эффек-
тивной низкоэнергетической моделью для 
модели Хаббарда и получена из нее во вто-
ром порядке теории возмущений по пара-

метру 
t

U
 [12], где t  – интеграл перескока 

между ближайшими соседями, U  – величи-
на кулоновского отталкивания электронов 
на одном узле. Однако, строго говоря, кано-
ническое преобразование гамильтониана 
Хаббарда приводит к гамильтониану так 
называемой t–J*-модели, которая содержит в 
себе слагаемое трехцентровых коррелиро-
ванных перескоков 3H , в отличие от стан-
дартной t–J-модели. Данное обстоятельство 
может накладывать ограничения на приме-
нимость t–J-модели как эффективной для 
модели Хаббарда при энергиях порядка ин-
теграла перескока ( t ) [13]. Отметим, что 
в рамках t–J-модели поведение типа HEK 
наблюдалось только для случая дырочного 
допирования [10–11]. В рамках модели Хаб-
барда характерные аномалии наблюдались 
как при дырочном, так и при электронном 
допировании [3; 7] аналогично экспери- 
менту. 

В данной работе мы рассматриваем осо-
бенности высокоэнергетической области 
спектра электронной структуры, рассчитан-
ной в рамках кластерной теории возмуще-
ний [14] в представлении Х-операторов 
Хаббарда с контролируемым спектральным 
весом [15] в модели Хаббарда и в моделях  
t–J, t–J* и обсуждаем применимость послед-
них в контексте описания высокоэнергети-
ческих аномалий, характерных для экспе-
риментов ARPES. Следует отметить, что 
кластерная теория возмущений с контроли-
руемым спектральным весом позволяет точ-
но учесть ближний магнитный порядок в 
кластере малого размера и при этом сохра-
нять контроль над спектральным весом ква-
зичастиц на всех этапах вычислений. 

 FE E eV   

 
 
 
Рис. 1. Распределение спектрального веса, получен- 
ное в эксперименте ARPES на соединении 

2 2 2 8Bi Sr CaCu O . На вставке соответствующее направ-

ление в первой зоне Бриллюэна. Взято из работы [4] 
 
 
 
Модели и метод 
 
Гамильтониан модели Хаббарда [16] 

имеет вид 
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где †
ia   и ia   – операторы рождения и унич-

тожения электрона со спином   на узле ,i  
†

i i in a a    – оператор числа электронов на 

узле,   – химпотенциал,   – проекция 

электронного спина,    , U  – кулонов-
ское отталкивание на узле, ijt  – интеграл 

перескока с узла j  на узел i  и   задает на-
чало отсчета энергии. 

В пределе U t  можно перейти к га-
мильтониану t–J*-модели [12]: 
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где 
24

.
t

J
U

  Трехцентровые коррелирован-

ные перескоки описываются выражением 
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здесь действуют в ограниченном гильберто-
вом пространстве с исключенными двухчас-
тичными состояниями [17] и удовлетворяют 
перестановочным соотношениям 
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Как правило, слагаемым 3H  пренебре-
гают и работают с гамильтонианом t–J-мо- 
дели, однако строгого обоснования такому 
приближению не существует. Более того, 
трехцентровые взаимодействия могут иг-
рать существенную роль в формировании 
высокотемпературного сверхпроводящего 
состояния [18]. 

Процедура разбиения решетки на класте-
ры и анализ возможных покрытий для мо-
дели Хаббарда подробно описаны в работе 
[19]. Мы действуем аналогичным образом 
для t–J*-модели, покрывая решетку трансля-
циями кластера 2 × 2. Заметим, что можно 
выделить три типа трехцентровых переско-
ков: между узлами одного, двух и трех  
соседних кластеров. Учитывая данное об-
стоятельство, перегруппируем слагаемые в 
гамильтониане (1). В результате получим: 

   
,
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где f , f i   и f j   – кластерные ин-
дексы. 

Проведем процедуру точной диагонали-
зации гамильтониана  ch f  и на базисе его 

собственных состояний построим X-опера- 

торы Хаббарда | |pqX p q   [20]. После это-
го перепишем гамильтониан t–J*-модели в 
следующем виде: 
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,pp
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f i
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 *

, , , , ,

, , .f f i f j
f i j

t f f i f j X X X  
  

    

      

(2) 
В формуле (2) pE  – энергия собственного 

состояния | p ;  , ,t f f i    * ,t f f i   

и  ' ,w f f i    – матричные элементы 

слагаемых гамильтониана в Х-представле- 
нии, ответственных за перескоки, трехцен-
тровые взаимодействия и обмен соответст-

венно;  * , ,t f f i f j     – матричные 

элементы трехкластерной части гамильто-
ниана в Х-представлении; ,   – квазифер-

миевские и , '   – квазибозевские корневые 
векторы. 

Для запаздывающей функции Грина  

 , |D X X 
     


k k
k  

в приближении Хаббард-I для межкластер-
ных возмущений получаем следующее вы-
ражение: 

     11 0, ( ) ,
    D D V k k  (3)

где 

     * ,  V   k T k T k J  (4)

   
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F
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 (5)

     1 ,p qN N       (6)

   , .pp qqF F p q X X     (7)

В формуле (4)  T k ,  * T k , и J  – мат-

рицы перескоков, трехцентровых взаимо-
действий и обменного взаимодействия соот-
ветственно. В (3)–(7) 0 ( )D  – локальная 

функция Грина,  F   – фактор заполнения, 

вектор k  определен в редуцированной зоне 
Бриллюэна. 

Связь между электронной функцией Гри- 

на и функцией  ,D k  определяется со-

отношением [21] 
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где вектор k принадлежит исходной зоне 

Бриллюэна и учтено, что  ,D  k  

( , )D k  [22]. В (8) cN  – количество уз-

лов в кластере, равное четырем в нашем 
случае, ( )i   – матричные элементы опе-
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ратора ic   в представлении кластерных опе-
раторов Хаббарда. 

Аналогично работе [15] введем f-фактор 
для контроля полного спектрального веса 
фермиевских квазичастиц: 
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где p  – степень дырочного допирования, 
определяющая концентрацию электронов на 

узел 
1

.
2i
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удовлетворяет соотношению 
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При учете всех корневых векторов α в (9) 
1f  . В наших вычислениях не учитывается 

часть переходов таким образом, что учет 
оставшихся приводит к выполнению усло-
вия 0,995f  , что позволяет существенно 
сократить время вычислений без значитель-
ного влияния на конечный результат. 

Допирование дырками осуществляется 
по схеме, приведенной в работе [19]. Для 
кластера с четырьмя узлами схема выглядит 
следующим образом. Гильбертово про-
странство состояний кластера разбивается 
на сектора с определенным числом электро-
нов в кластере N. Далее определяются ниж-
ние энергетические термы в секторах гиль-
бертова пространства с 4N   и 3N   и 
устанавливается вероятность их заселения в 
зависимости от величины дырочного допи-
рования на узел p, как 1 – x и x соответст-
венно. В данном случае четырехузельного 
кластера 4x p  и в дальнейших расчетах 
мы ограничиваемся максимальной величи-
ной допирования 0,25p  . Для увеличения 
степени допирования необходимо учесть 
следующие сектора гильбертова простран-
ства. 

 
Результаты 

 
При обсуждении результатов, получен-

ных нами в модельных расчетах, под «кин-
ком» будем понимать резкое изменение на-

клона дисперсионной кривой с провалом в 
величине спектрального веса, качественно 
схожее с высокоэнергетическими анома-
лиями, наблюдаемыми в экспериментах 
ARPES (см. рис. 1). 

Наши результаты для распределения 
спектрального веса при 12U   вдоль на-
правления (0,0) ( , )    представлены на 
рис. 2. Пики спектральной функции аппрок-
симированы лоренцианом с полушириной 

0,1t   (см. формулу (10)) для соответствия 
разрешению ARPES. Можно заметить, что 
для модели Хаббарда (рис. 2, б) с допирова-
нием становится явно заметным кинк в дис-
персии при энергии около 6t   . Резуль-
таты в рамках t–J-модели (рис. 2, а) имеют 
только качественное сходство с вышеупо-
мянутым поведением: кинк в t–J-модели 
оказывается при допировании 0,075 выше 
по энергии примерно на 0,5 эВ, чем в моде-
ли Хаббарда, и имеет большую протяжен-
ность по энергии. Сравнивая рис. 2, б и в, 
видим, что учет трехцентровых коррелиро-
ванных перескоков обеспечивает хорошее 
количественное согласие в поведении высо-
коэнергетических аномалий в модели Хаб-
барда и t–J*-модели. 

На рис. 3 представлены результаты для 
6.U   Естественно ожидать, что различие 

между результатами в t–J-модели (рис. 3, а) 
и модели Хаббарда (рис. 3, б) увеличится при 
данном значении кулоновского отталкивания. 
Действительно, распределение спектрального 
веса для t–J-модели в целом существенно 
отличается от полученного для модели Хаб-
барда. Высокоэнергетический кинк в t–J-
модели смещен при допировании 0,075 
примерно на 1t  (около 3,5t    в модели 
Хаббарда), протяженность кинка по энергии 
также оказывается сильно завышенной по 
сравнению с кинком в модели Хаббарда. 
Тем не менее при данном U  учет трехцен-
тровых перескоков в t–J*-модели дает коли-
чественное согласие с моделью Хаббарда и 
позволяет получить кинк той же протяжен-
ности по энергии и при том же значении. 

 
Заключение 
 
Таким образом, наш расчет показал, что 

кластерная теория возмущений в представ-
лении Х-операторов Хаббарда позволяет 
обнаружить кинки, схожие с высокоэнерге-
тическими аномалиями в ARPES экспери-
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Рис. 2. Изменение закона дисперсии ω(k) с допированием p для t–J-модели (а), нижней хаббардов-
ской зоны модели Хаббарда (б) и t–J*-модели (в) при U = 12 в нодальном направлении первой зо-
ны Бриллюэна. Здесь и ниже пунктирной прямой обозначено положение химпотенциала, Г = (0, 0), 
M = (π, π), энергия указана в единицах интеграла перескока t 

 
 

а                                             б                                    в 

 
 

Рис. 3. То же, что и на рис. 2 при U = 6 
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ментах, как в модели Хаббарда, так и в мо-
делях t–J и t–J*. Причем в нашем случае 
природа этих дисперсионных аномалий свя-
зана только с электронными корреляциями, 
что согласуется с результатами работы [23]. 
Однако между кинками в модели Хаббарда 
и t–J-модели мы видим существенные коли-
чественные различия. В рамках t–J*-модели, 
наоборот, видно количественное согласие в 
протяженности по энергии и положении 
кинков с теми, что получены в модели  
Хаббарда. Вследствие этого мы делаем за-
ключение о том, что учет трехцентровых 
взаимодействий в низкоэнергетической эф-
фективной модели является важным при 
исследовании высокоэнергетических анома-
лий электронной дисперсии в спектрах 
ВТСП купратов. 
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INVESTIGATION OF ANOMALIES IN THE ELECTRONIC DISPERSION OF THE HUBBARD MODEL,  

t–J AND t–J* MODELS WITHIN THE CLUSTER PERTURBATION THEORY  
IN THE X-OPERATOR REPRESENTATION 

 
The electronic structure with the spectral line broadening corresponding to the angle-resolved photoemission spectros-

copy resolution has been calculated for the Hubbard model, t–J and t–J* models within the norm-conserving cluster per-
turbation theory. The electronic dispersion anomalies similar to the high-energy kinks observed in the angle-resolved pho-
toemission spectroscopy experiments are obtained at the energy scale of order of the hopping integral t. The doping 
dependence of the high-energy anomalies for different Coulomb repulsion values is discussed. The influence of the three-
site correlated hopping on the results is analyzed. 

Keywords: high-temperature superconductivity, electronic structure of cuprates, high-energy kinks, cluster perturba-
tion theory, the Hubbard model, t–J-model 
 


