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Аннотация
Формулы электродинамики, широко используемые при описании объ-
ектов, содержащих диэлектрические среды, дают противоречащие фи-
зике результаты в случае, когда диэлектрическая проницаемость сре-
ды принимает отрицательное значение. Проблему снимают уточненные 
формулы, позволяющие рассчитывать электрические потенциалы то-
чечного заряда и точечного дипольного момента, емкость конденсатора, 
а также плотность энергии электромагнитного поля и добротность ма-
териала. Формулы справедливы для любых сред как с положительной, 
так и с отрицательной действительной частью комплексной диэлектри-
ческой проницаемости.
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Abstract
Electrodynamic formulas widely used in the description of objects containing 
dielectric media give results contrary to physics in the case when the 
permittivity of the medium takes a negative value. The problem is solved 
by refined formulas that allow calculating the electric potentials of the point 
charge and the point dipole moment, the capacitance of the capacitor, as well 
as the energy density of the electromagnetic field and the quality factor of 
the material. The formulas are valid for any media, both with positive and 
negative real part of the complex permittivity.
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Введение
Отрицательной вещественной частью диэлектрической про-

ницаемости ε обладают металлы [1], а также некоторые компо-
зитные материалы [2–3], содержащие металлические наноча-
стицы. Например, серебро на длине волны λ = 0,496 mm имеет 
диэлектрическую проницаемость ε = –9,64 + i0,32 [4]. Для таких 
сред некоторые широко используемые формулы электродинами-
ки не работают, так как дают, с точки зрения физики, абсурдные 
результаты. Например, электрические заряды одинакового зна-
ка не расталкиваются, а притягиваются. Добротность материала 
становится отрицательной. Отрицательными становятся емкость 
конденсатора, а также энергия заряженного конденсатора. Более 
того, энергия электромагнитного поля, запасаемая в материале, 
может обнулиться и даже принять отрицательное значение. По-
этому для сред с отрицательной диэлектрической проницаемо-
стью некоторые формулы электродинамики требуют уточнения.

* Published in order of discussion.
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Расчеты будем проводить в квазистатическом приближении, 
которое предполагает, что размеры рассматриваемых объектов 
много меньше длины электромагнитной волны. Такое приближе-
ние, как известно, хорошо работает не только в радиодиапазоне, 
но и в оптическом диапазоне частот, например, при рассмотре-
нии металлических наночастиц в диэлектрической матрице [5–8].

Квазистатические электрические потенциалы  
точечного заряда и диполя

В расчетах будем предполагать, что колебания всех физиче-
ских величин описываются множителем exp(–iωt) и поэтому ам-
плитуды этих колебаний, учитывающие их фазу, принимают ком-
плексные значения. Начнем с известной частной формулы

 ,ϕ =
π ε ε04

q q

r
  (1)

которая описывает в квазистатическом приближении электриче-
ский потенциал ϕq, порождаемый точечным зарядом q в изотроп-
ной среде с положительной вещественной частью диэлектриче-
ской проницаемости ε = ε′ + iε″ в точке на расстоянии r от заряда.

При произвольном знаке вещественной проницаемости ε′ вме-
сто формулы (1) рассмотрим сначала формулу

 .ϕ =
′π ε ε 2

04

q q

r
  (2)

Эта формула является частным случаем известной коррект-
ной формулы [9]

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
,

−
 

ϕ = + + ε ε επ ε ε ε ε  

1 22 2 2

04

q
x y zx y z

q x y z

r
  (3)

описывающей электрический потенциал точечного заряда в ани-
зотропной среде. Здесь ε(x), ε(y), ε(z) —  элементы тензора относитель-
ной диэлектрической проницаемости ˆ,e  главные оси которого на-
правлены вдоль осей координат x, y, z. Заметим, что потенциал ϕq, 
вычисляемый по формуле (2), сохраняет свое значение при изме-
нении знака ε′, то есть при замене ε′ → –ε′. Поэтому электрические 
заряды одинакового знака всегда расталкиваются в среде с любым 
знаком вещественной диэлектрической проницаемости. Для того 
чтобы заряды одинакового знака расталкивались и при комплекс-
ной диэлектрической проницаемости ε, квадратный корень в фор-
муле следует извлекать с соответствующим знаком. Это значит, 
что в формулу следует ввести множитель sign(Im ε). Тогда с уче-
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том выполнения необходимого условия ε″ ≥ 0, характеризующего 
затухание электромагнитных волн в любом материале, получим

 sign( ) .′ϕ = ε
π ε ε04

q q

r
  (4)

Эта формула уточняет формулу (2) при произвольных значе-
ниях ε.

Электрический потенциал точечного дипольного момента p 
в квазистатическом приближении обычно описывают формулой

 .ϕ =
π ε ε3

04
p

r

pr
  (5)

Для обобщения этой формулы на случай произвольных значе-
ний ε воспользуемся известным соотношением [10]

 grad ,ϕ = − ϕp q

q

p
  (6)

связывающим потенциал точечного дипольного момента с потен-
циалом точечного заряда. Подставляя формулу (4) в это соотно-
шение, получаем вместо частной формулы (5)  обобщенное выра-
жение

 sign( ) .′ϕ = ε
π ε ε3

04
p

r

pr
  (7)

Емкость конденсатора
Зависимость емкости конденсатора от относительной диэлек-

трической проницаемости его заполнения обычно выражают част-
ной формулой

 ,= ε0C C   (8)

где C
0
 —  емкость обкладок конденсатора в отсутствие диэлектри-

ческого заполнения. Для обобщения этого соотношения на слу-
чай произвольного знака ε′ обратимся к формуле (4). Суммируя 
на обеих обкладках конденсатора потенциалы ϕq  от всех точеч-
ных зарядов, непрерывно распределенных по эквипотенциаль-
ным поверхностям обкладок, замечаем, что оба суммарных потен-
циала пропорциональны sign(ε′)/ε. Это значит, что и напряжение 
U на обкладках конденсатора при фиксированном заряде q будет 
пропорционально sign(ε′)/ε. Поэтому формула

 sign( )′= ε ε0C C   (9)

является обобщением частной формулы (8) на случай произволь-
ных значений ε. Видно, что емкость С, вычисляемая по этой фор-
муле, сохраняет свое значение при замене ε → –ε.
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Плотность энергии электромагнитного поля
Энергия электромагнитного поля является вещественной вели-

чиной. Ее усредненную по времени плотность в среде без потерь 
обычно описывают формулой [9]

 ( ) ( ) .′ ′= ε ωε + µ ωµ
ω ω

2 2

0 0

1 1

4 4

d d
w

d d
E H   (10)

где E и H —  амплитуды колебаний электрического и магнитного 
поля. При отсутствии частотной дисперсии эта формула упроща-
ется и принимает вид

 .′ ′= ε ε + µ µ2 2

0 0

1 1

4 4
w E H   (11)

Первое слагаемое в этой формуле описывает плотность энер-
гии электрического поля w

E
, а второе —  плотность энергии маг-

нитного поля w
H

.
В средах с потерями мнимые части ε″ и m″ комплексных прони-

цаемостей ε и m ответственны за поглощение электромагнитных 
волн, поэтому их не учитывают при расчете запасаемой плотно-
сти энергии. В результате плотности энергий w

E
, w

H
 и w выража-

ют формулами [11, 12]

 ,′= ε ε 2

0

1

4Ew E   (12)

 ,′= µ µ 2

0

1

4Hw H   (13)

 .′ ′= ε ε + µ µ2 2

0 0

1 1

4 4
w E H   (14)

Для обобщения частной формулы (12) на случай ε′ < 0 обра-
тимся к формуле

 ( ) ,= 21
Re

4CW C U   (15)

описывающей усредненную по времени энергию заряженного 
конденсатора. Эта энергия связана с плотностью энергии w

E
 ин-

тегралом

 ,= ∫∫∫C E

V

W w dv   (16)

где V —  объем конденсатора. Из формул (16) и (15) следует, что 
плотность энергии w

E
 пропорциональна W

C
, а энергия W

C
 пропор-

циональна ReC. В свою очередь емкость C, согласно формуле (9), 
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пропорциональна sign(ε′)ε. Поэтому ReC всегда пропорциональ-
на |ε′|. Отсюда следует, что формула

 ′= ε ε 2

0

1

4Ew E   (17)

является уточнением формулы (12) на случай произвольного зна-
чения ε.

Из решения системы уравнений Максвелла известно, что для 
бегущей плоской электромагнитной волны комплексные ампли-
туды полей E и H связаны соотношением [9]

 .ε ε = µ µ2 2
0 0E H   (18)

С учетом этого соотношения обобщение частной формулы (14) 
на случай любых знаков величин ε′ и m′ имеет вид

 .
 ε′ ′= ε ε + µ µ 

2

0

1

4
w E   (19)

Для немагнитных сред эта формула становится проще:

 ( ) .′= ε ε + ε 2

0

1

4
w E   (20)

Важно отметить, что запасаемая магнитная энергия, выражен-
ная через амплитуду поля E, пропорциональна модулю комплекс-
ной диэлектрической проницаемости среды, как это показывает 
формула (13). То есть она определяется также и мнимой частью 
диэлектрической проницаемости ε″. Заметим, что плотность энер-
гии w, вычисляемая как по формуле (19), так и по формуле (20), 
не зависит от знака ε′.

В некоторых случаях формула (20) может быть полезна при 
нахождении значения какого-либо кристаллографического или 
структурного параметра p, который используется в математиче-
ской модели материальной среды, включая композитные среды, 
и присутствует в формуле для расчета диэлектрической проница-
емости ε(p). Очевидно, что искомому значению параметра p долж-
на отвечать минимальная плотность энергии w(p), вычисляемая 
по формуле (20).

Добротность материала
Общее определение добротности для любой колебательной си-

стемы выражается формулой [12, 13]

 ,
′ω

=
′′ω2

Q   (21)
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где ′ ′′ω = ω − ωi  —  комплексная собственная частота. Из этого оп-
ределения следует, что добротность резонатора может быть вы-
числена по формуле [12, 14]

 ,= π ∆2Q W W   (22)

где W —  усредненная запасенная энергия резонатора, а ∆W —  его 
энергия поглощения за период колебания. Отсюда видно, что до-
бротность Q может принимать только вещественные положитель-
ные значения.

Добротность же материала часто вычисляют по традиционной 
приближенной формуле [15]

 .′ ′′= ε εQ   (23)

Однако это отношение принимает отрицательные значения, 
когда ε′ < 0. Поэтому формула (23) требует уточнения. Для это-
го обратимся к исходной формуле (22), которую в случае элек-
тромагнитных колебаний в материальной среде, можно предста-
вить в виде [12]

 ,
′

=
′′2

k
Q

k
  (24)

где k = k′ + ik″ —  волновое число, выражаемое формулой

 .ω
= εµk

c
  (25)

В случае немагнитной среды формула (24) после подстановки 
в нее формулы (25) принимает вид

 
Re .
Im

ε
=

ε2
Q   (26)

Эта формула является уточнением формулы (23). Используя 
показатель преломления ,= εµn  эту уточненную формулу мож-
но перезаписать в виде

 .
′

=
′′2

n
Q

n
  (27)

Учитывая тот факт, что ни n′ = Re n, ни n″ = Im n по опреде-
лению не могут принимать отрицательные значения (см. встав-
ку на рис. 1a), добротность материала Q остается всегда положи-
тельной величиной. В результате добротность серебра на длине 
волны λ = 0,496 mm, вычисленная согласно уточненной формуле 
(26) по приведенному ранее значению его диэлектрической про-
ницаемости ε = –9,64 + i0,32, принимает значение Q = 0,0083, 
а не Q = –30,1, как это дает традиционная формула (23).
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На рис. 1 построены зависимости добротности Q от веществен-
ной части комплексной диэлектрической проницаемости матери-
ала ε′, изменяемой в интервале от –10 до +10. Расчет выполнялся 
по формуле (26) для трех значений мнимой части диэлектриче-
ской проницаемости ε″ (1, 10–2 и 10–4).

104

10–2

Q

′

″ = 1
9–3

100

10–6

3 6–9 –6

10–2

10–4

10–4

102

0
0,5

Im , n

Re , n0

n =

/2

(a)

π/4

Im , n

Re , n0

n =

(b)

ε

ε

ε

ε

ε
ε

ε

ε

ε

ε

ϕ ϕ

Рис. 1. Зависимости добротности Q от действительной части ε′
комплексной диэлектрической проницаемости материала для 

трех указанных значений мнимой части ε″. На вставках для |ε| = 1 
представлены показатели преломления n при: a — ε′ ≈–1; b — ε′ = 0

Fig. 1. Dependences of the quality factor Q on the real part ε′ of the 
complex permittivity of the material for the three indicated values of the 

imaginary part ε″. The insets for |ε| = 1 show the refractive indices 
at ε′ ≈–1 —  (a) and ε′ = 0 —  (b)

Видно, что при любом фиксированном значении ε″ доброт-
ность Q(ε′) монотонно растет. Ее величина изменяется от Q = 0 
при ε′ →–∞, достигает значения Q = 0,5 в точке ε′ = 0 (см. вставку 
на рис. 1b) и стремится к значению Q = ∞ при ε′ → ∞. Важно отме-
тить, что в отличие от сред с положительной действительной ча-
стью комплексной диэлектрической проницаемости, добротность 
сред с отрицательными значениями ε′ увеличивается с ростом ε″. 
При этом ее максимальное значение Q = 0,5.

На рис. 2 представлены рассчитанные по формуле (26) зависи-
мости добротности среды Q от мнимой части ее комплексной ди-
электрической проницаемости ε″, изменяемой в пределах от 10–2
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до 102. Сплошные линии соответствуют трем средам, имеющим 
отрицательные действительные части диэлектрической проница-
емости ε′ (–1, –4 и –16), а штриховые линии соответствуют также 
трем средам, но с положительными ε′ (1, 4 и 16).

4
16 100

10,01

= –1

Q

ε″

ε′

ε′

= 1

10010
0,1

10

0,1

0,01

0,001

–4
–16

Рис. 2. Зависимости добротности Q от мнимой части ε″ комплексной 
диэлектрической проницаемости материала для трех положительных 

и трех отрицательных значений вещественной части ε′
Fig. 2. Dependences of the quality factor Q on the imaginary part ε″ of the 
complex permittivity of the material for three positive and three negative 

values of the real part ε′

Для сравнения при ε′ > 0 на рис. 2 пунктирными линиями 
представлены зависимости Q(ε″), рассчитанные по приближен-
ной формуле (23). Видно, что эта простая формула хорошо ап-
проксимирует зависимости Q(ε″), рассчитанные по точной фор-
муле (26), но только при ′′ ′ε << ε . Отметим, что при увеличении ε″
от 0 до ∞ в случае ε′ > 0 добротность материала убывает от ∞ до 0,5, 
а в случае ε′ < 0 она растет от 0 до 0,5.

Заключение
Проведено уточнение электродинамических формул, тради-

ционно используемых при описании объектов, содержащих ди-
электрические среды, включая композиты, волноведущие струк-
туры и различные устройства на их основе. Уточненные формулы 
исключают противоречащие физике результаты, которые возни-
кали при рассмотрении объектов, содержащих среды с отрица-
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тельной относительной диэлектрической проницаемостью. Они 
позволяют рассчитывать не только электрические потенциалы 
точечного заряда и точечного дипольного момента, но и емкость 
конденсатора, а также плотность энергии электромагнитного 
поля в материалах и добротность материальной среды.

На основе полученных формул показано, что изменение зна-
ка комплексной диэлектрической проницаемости среды не влия-
ет на электрические потенциалы, порождаемые точечными заря-
дами и точечными диполями. Неизменными при этом остаются 
также емкость конденсатора и усредненная по времени плотность 
энергии электромагнитного поля в диэлектрической среде. При 
исследовании композитного материала минимизация плотности 
энергии, вычисляемой по полученной формуле (22), позволяет на-
ходить значения структурного или кристаллографического пара-
метра, входящих в теоретическую модель диэлектрической про-
ницаемости.

Показано также, что при отрицательной вещественной части 
диэлектрической проницаемости материала его добротность Q 
с увеличением мнимой части ε″ не уменьшается как обычно, а рас-
тет. При этом интервал изменения добротности ограничен нера-
венством 0 < Q(ε″) < 0,5.
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